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SECONDE    PARTIE. 

DE  L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


CHAPITRE    PREMIER. 

De  la.  résolution  des  Equations  du  premier 
degré  ^  qui  renferment  plus  d'une  inconnue^ 

I. 

Ç'T^T^N  a  vu  ,  dans  la  première  Partie, 
ii^__^  comment  une  quantité  inconnue 
fe  détermine  par  une  feule  équation  y  ^ 
comment  on  peut  déterminer  deux  incon- 
nues, moyennant  deux  équations  ,  trois 
Tome  //.  A 
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inconnues  moyennant  trois  équations,  & 
ainfi  de  fuite  j  en  forte  qu'il  faut  toujours 
autant  d'équations  qu'il  y  a  d'inconnues  à 
déterminer ,  du  moins  quand  la  queftion 
elle-même  efl:  déterminée. 

Lors  donc  que  la  queftion  ne  fournit  pas 
autant  d'équations  qu'on  eft  obligé  d'ad- 
mettre d'inconnues,  il  y  en  a  de  celles-ci 
qui  refient  indérenninées ,  &  qui  dépendent 
de  notre  volonté  ;  &  cela  fait  qu'on  nomme 
ces  fortes  de  queflions  des  problèmes  in- 
^terminés.  Ils  font  le  fujet  d'une  branche 
particulière  de  l'analyfe ,  &  on  appelle  cette 
partie  Vanalyje  iiidéurminée, 

2. 

Comme  dans  ces  cas  on  peut  prendre 
pour  une  ,  ou  pour  plusieurs  inconnues , 
tels  nombres  qu'on  veut,  ils  admettent  auifi 
pluiieurs  folutions. 

Ceoendant ,  comme  d'un  autre  côté  on 
ajoute  ordinairement  la  condition  que  les 
nombres  cherchés  doivent  être  des  nom- 
bres entiers  &:  même  pofiiifs ,  ou  du  moins 
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des  nombres  rationnels ,  le  nombre  de 
toutes  les  folutions  poflibles  de  ces  quef- 
tions  fe  trouve  fort  borné  par- là  ;  de  forte 
que  fou  vent  il  n'y  en  a  que  très- peu  de 
pofiibles  ;  que  d'autres  fois  il  y  en  a  une 
infinité  ,  mais  qui  ne  fe  présentent  pas  a  l'ef- 
prit  facilement  ;  que  quelquefois  enfin  il 
n'y  en  a  aucune  de  poffible.  Il  arrive  par-là 
que  cette  partie  de  l'analyfe  demande  fou- 
vent  des  artifices  tout-à-fait  particuliers, 
&  qu'elle  fert  beaucoup  à  aiguifer  l'efprit 
des  Commençans  ,  &  à  leur  donner  de 
l'adrefTe  dans  le  calcul. 

3- 

Nous  commencerons  par  une  àes  quef- 
tions  les  plus  faciles ,  en  cherchar«?  ^^ux 
nombres  dont  la  fomme  fafîe  lo.  Il  fera 
fuperflu  d'ajouter  que  ces  nombres  doivent 
être  entiers  &  pofitifs. 

Indiquons-les  par  x  &JK  ;  en  forte  qu'il 

faut    que   X-\-yzz=:\0  ;    on    trouve     Xr:::::IO 

— y  ,  où  y  n'eft  déterminé  qu'en  tant  que 
cette  lettre  fignifie  un  nombre  entier  & 

A  ij 
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pofitif.  On  pourroit  ,  par  conféqiient  lui 
fubllituer  tous  les  nombres  entiers  depuis 
I  jufqu'à  l'infini  ;  mais  remarquons  que  x 
doit  pareillement  être  un  nombre  pofitif, 
&:  il  s'enfuit  que  y  ne  peut  être  pris  plus 
grand  que  lo,  puifqu'autrement  x  devien- 
droit  négatif;  &:  fi  on  rejette  aufli  la  va- 
leur de  xr=:o,  on  ne  peut  même  faire  y 
plus  grand  que  9.  Ainfi  ce  ne  font  que  les 
folutions  fuivantes  qui  ont  lieu. 

Si  J— I,  i,   3»  4,   5?  ^^  7»  8,  9> 
on  a  x=z(^y  8,  7,  6,   5,  4,  3,  2,  i. 

Or  les  quatre  dernières  de  ces  neuf  fo- 
lutions étant  les  mêmes  que  les  quatre  pre- 
mières ,  il  efl  clair  que  la  queftion  n'admet 
au  fond  que  cinq  folutions  différentes. 

Qve  Ci  l'on  demandoit  trois  nombres, 
dont  la  fomme  fût  10,  on  n'auroit  qu'à  par- 
tager en  deux  parties  l'un  des  nombres  que 
nous  venons  de  trouver,  &  on  obtiendroit 
de  cette  manière  un  plus  grand  nombre 
de  folutions. 
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4- 

Comme  nous  n'appercevons-Ià  aucune 
difficulté ,  nous  palTerons  à  àts  quelHons 
un  peu  moins  faciles. 

Q_iießion  -première.  Il  s'agit  de  partager 
2  5  en  deux  parties ,  dont  l'une  foit  divi- 
iîble  par  2  ,  &  dont  l'autre  foit  divifible 
par  3. 

Soit  l'une  des  parties  cherchées  rm^:, 
&  l'autre  =3^,  il  faudra  que  ix-^-^y 
=  25  ,  &  par  conféquent  que  ix  =  i^ 
—  3^.  Si  l'on  divife  par  2  ,  on  a  ;f =^^^^; 
d'où  nous  concluons  en  premier  lieu  que 
'^j  doit  être  moindre  que  2  5  ,  &  par  con- 
féquent jy  plus  petit  que  8.  Qu'on  tire  de 
cette  valeur  de  x  autant  d'entiers  qu'il  efl 
poflible,  c'eft-à-dire  qu'on  divife  par  le  dé- 
nominateur 2,  on  aura  x=:zii — y-i-l^' 
d'où  il  fuit  que  i — y  ,  ou  bien  j^ — i  ,  doit 
être  divifible  par  2.  Ainfi  nous  ferons  y 
— 1  =  2{,  &  nous  aurons  j  =1=2^-^1  ,  de 
forte  que  x=^\^ — 2:^ — i — :^=i  1-3:5',  Or 
puifque  j  ne  fauroit  être  plus  grand  que  8  , 

•A  iij 
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l'on  ne  peut  non  plus  prendre  pour  ^  des 
nombres  qui  rendroienr  2:^-|-i  plus  grands 
que  8.  Par  conféquent  il  faut  que  :^  foit  plus 
petit  que  4 ,  c'eft-à-dire  que  {  ne  peut  être 
pris  plus  grand  que  3  ,  &  de -là  rélultent 
les  folutions  qui  l'uivent  : 


Si  on  fait  ;^  =  o 
on  a  j)'  =  I 

&    X  =zl  I 


T      » 

1— ^ 

:y-^3 

y—S 

X— 8 

A_5 

Donc  les  deux  parties  de  2  5  qu'on  cher- 
choit ,  font  : 
I.)22+3,II.)i6+9,m.)io+i5, 

IV.)  4+21. 

5- 

Queflïon  féconde.  Partager  1 00  en  deux 
parties  ,  telles  que  l'une  foit  divifible  par 
7  ,  &  l'autre  par  1 1 . 

Soit  donc  7  a:  la  première  partie  &  i  \y 
la  féconde ,  il  faudra  que  7^+ 1  ijk=  i  00  j  & 

ri  ^  100- iiy        98+2-7r-4y 

par  conlequent  que  x^^ — j-^'^^^^- J~^9 

ou  que  ;^r:z:i4 — y-j-*^-—;   donc  il    faut 
que  2 — Afj^  ou  4j/ — 2 ,  foit  divifible  par  7, 
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Or  fi  l'on  peut  divifer  j^y — -2  par  7,  on 
pourra  auffi  divifer  par  7  fa  moitié  ^y — 1 5 
qu'on  faße  donc  ly — 1^=7;^,  ou  iy-z=rj:^ 
-"l-i  ,  on  aura  x=:^i4 — y — 1^.  Mais  puis- 
que 2y=7:[-[-ir=6;^~[-{-|-i  ,  on  aura^ 
:=3:^-|-^^j  &  il  faudra  faire  ;^-}-i=2î/, 
ou  ;[.=r2w^*i  ;  cette  fuppofition  donne  ^ 
r=3  {-j-w ,  &  par  conféquent  on  peut  pren- 
dre pour  u  tout  nombre  entier  qui  ne  rend 
pas  AT  ou  jy  négatifs.  Or  comme  j)^  devient 
=7« — 3  &  :if:=i9 — 1 1// ,  la  première  de 
ces  formules  indique  que  ju  doit  furpafler 
3  ;  &  fuivant  la  féconde ,  u  u  doit  être 
moindre  que  19,  ou  u  moindre  que  |y  j 
ainfi  w  ne  peut  pas  même  être  =:i  ;  &  puif- 
qu'il  efl  impoffible  que  ce  nombre  foit  o  ,  il 
faut  nécefîairement  que  u=:i  :  c'eft  la  feule 
valeur  que  cette  lettre  puifTe  avoir.  Il  ré- 
fulte  de-là  que  x^^H  ,  3€y=4  ,  &  que  les 
deux  parties  de  i  oo  qu'on  cherchoit ,  font 

1056,  &  IL)  44. 


A  iv 
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6. 

Queßion  troißeme.  Partager  i  oo  en  deux 
parties  ,  telles  qu'en  divifant  la  première 
par  5  ,  il  rede  2  j  &  qu'en  divifant  la  fé- 
conde par  7  ,  il  refte  4. 

Puifque  la  première  partie  ,  divifée  par 
5 ,  laiffe  le  rélidu  2  ,  nous  fuppoferons  qu'elle 
fuit  =:;  5J(:-|-2,  &  par  une  raifon  femblable 
nous  ferons  la  féconde  partie  =7j/-|-4. 
Nous  avons  par  conféquent  ')X-\-jy-\-6 
:==ioo,  ou  5x^:94— 7j  =  9o-f  4— 5y 
■ — ly  ;  d'où  nous  tirons  x=.i  8 — y — ^-^^^, 
Il  s'enfuit  de -là  que  4 — ly  ,  ou  2j^ — 4, 
ou  bien  la  moitié  jy  —  2  ,  doit  erre  divifible 
par  5.  Faifons ,  par  cette  con(îdération, 
y  —  2=5:^^,  ou  jy'^::^  5:^-|-2  ,  nous  aurons 
Ä-n:^i6 — 7{  y  d'où  nous  concluons  que  j^ 
doit  être  plus  petit  que  16  ,  &  {  plus  petit 
que  y,  c'eft  à-dire  que  ;^  ne  peut  furpaf- 
fer  2.  La  queflion  propofée  admet  par  con- 
féquent trois  folutions. 

I.  ;^^=:o  donne  xz=zz\6  & y=i ,  d'où  ré- 
fultent  les  deux  parties  de  100  qu'on  cher- 
choit,  82-)-i8, 
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II.  {=1  donne  x=(^  ß:  yz=zzj  ^  &  les 
deux  parties  en  queftion  font  47-J-53. 

III.  {=1  donne  x=i  Siyz^zziiy  &  on 
a  les  deux  parties  12 -[-8 8. 

7- 

Queflion  quatrième.  Deux  Payfannes  ont 
enfemble  ico  œufs;  l'une  dit  à  l'autre: 
Quarid  je  compte  mes  oeufs  par  huitaines , 
il  y  a  un  fur  plus  de  y,  La  féconde  répond  : 
Si  je  compte  les  miens  par  dizaines  ,  je  trouve 
le  même  furplus  de  y.  On  demande  com- 
bien chacune  avoit  d'œufs  ? 

Comme  le  nombre  des  œufs  de  la  pre- 
mière Payfanne  ,  divifé  par  8  ,  laifTe  le  ré- 
fîdu  7  ;  &  que  le  nombre  des  œufs  de  la 
féconde,  divifé  par  10,  donne  le  même 
réfidu  7  ,  on  exprimera  le  premier  nom- 
bre par  8x-f-7  ,  &  le  fécond  par  \oy-\-y  ; 
de  cette  façon  8x-|-ioy-j-i4z=:=ïoo ,  ou 
%x=!è6 — loy,  ou  4^=43 — ^yz^Lj^o-^-"^ 
— '\y—y'  Par  conféquent  fi  l'on  faitj)^ — 3 
=4:[^  de  forte  que  j=:=4{-|-3,  on  aura 
5f==io — 4{ — 3 — {=^7 — 5{y  d'où  il  fuit 
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que  5:^  doit  être  plus  petit  que  7  ,  &  ;[  plus 
petit  que  2 ,  c'ell-à-dire  qu'on  n'aura  que 
les  deux  folutions  fuivantes. 

I.)  :^z=:o  donne  ^=7,  &  j'.=:=3  ;  ainfi  la 
première  Payfanne  avoit  63  œufs ,  &i  la 
féconde  en  avoit  37. 

IL)  {^::=:i  donne  ;if=2,  &y=7  j  donc 
la  première  Payfanne  avoit  23  œufs,  ôc 
la  féconde  en  avoit  77. 

8. 

Qiießion  cinquième.  Une  troupe  d'hom- 
mes &  de  femmes  a  dépenfé  dans  une  au- 
berge 1000  fous.  Les  hommes  ont  payé 
19  (bus  chacun,  &  les  femmes  13.  Com- 
bien y  avoit-il  d'hommes  &  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  c==^,  & 
celui  des  femmes  =^y ,  on  aura  l'équation 

I  9  ^--[- I  3y  :::!:=  1000.     DonC     13^^:^1000 

— i9Arr=:988-j-i2 — I  3X — 6x  ^  èz  y  =  y6 
—  x-i-'^'^  d'où  il  fuit  que  12 — 6x ,  ou 
6x — 12  ,  ou  aufli  X — 2  ,  la  fixieme  partie 
de  ce  nombre,  doit  être  divifible  par  13. 
Qu'on  faffe  donc  x—i=i}i^  on  aura  x 
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yr^74  — 19:^5  ce  qui  fait  voir  que  :^  doit 
être  moindre  que  j|- ,  &  par  conféquent 
moindre  que  4  5  de  forte  que  les  quatre 
folutions  fuivantes  peuvent  avoir  lieu. 

I.)  :^=o  donne  Jt'=2  &  ^'^=74.  Dans 
ce  cas  il  y  avoir  deux  hommes  &  foixante 
&  quatorze  femmes  ;  ceux-là  ont  payé  38 
fous^  &  celles-ci  962  fous. 

II.)  {^=1  donne  le  nombre  des  hommes 
Ar=:i  ^  ,  &  celui  des  femmes  j)/=  5  5  ;  ceux- 
là  ont  dépenfé  285  fous,  &  celles-ci  715 
fous. 

III.)  ;^r=2  donne  le  nombre  des  hom- 
mes x=28  ,  &  celui  des  femmes  jy'^::::::3 6  ; 
donc  ceux  -  là  ont  dépenfé  532  Cous ,  & 
celles-ci  468  fous. 

IV.)  {=3  donne  x^=4\  ,  &  y^^^^ij  ; 
ainfî  les  hommes  ont  dépenfé  779  fous  , 
&  les  femmes  ont  dépenfé  221  fous. 


Queflion  fix  lerne.  Un  Fermier  acheté  à 
la  fois  des  chevaux  &  des  boeufs  pour  la 
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fomme  de  1770  écusj  il  paye  31  écuspoiir 
chaque  cheval  ,  &  21  écus  pour  chaque 
bœuf.  Combien  a-t  il  acheté  de  chevaux 
&  de  bœufs  ? 

Soit  le  nombre  des  chevaux  =^x  ,  & 
celui  des  bœufs  ^==j)^  y  il  faudra  que  yix 
*|-iiyi=:;i770  ,  ou  que  21^:11=1770 — "^ix 
::^ij6^-\-6 — i\x — iox_,  c'eft-à-dire  que 
^'==84— A-4-^\  Donc  il  faut  qu'on 
puiße  divifer  lox  —  6,  &  auffi  la  moitié 
^x — 3  ,  par  21.  Qu'on  fuppofe  donc  ^x 

—  31=21.^^,  on  aura  ^xz=:zi\^-^'i^  ^  ßc  y 
devient  =84  —  x  — 17^.  Or,  puifque  x 
j—.^^ijj  __^^_|_ïll^  il  faudra  faire  encore 
:^-^'^=^u  j  cette  fuppofition  donne  {=5« 

3,.r=r2IW 12,    &  J':==:84 — llU-\-ll 

—  ioz^-|-6:=:i02 — }iuj  &  il  fuit  dc-là  que 
u  doit  être  plus  grand  que  o  ,  &  cependant 
plus  petit  que  4  ,  ce  qui  fournit  les  trois 
folutions  qui  fuivent  : 

I.)  u=i  donne  le  nombre  des  chevaux 
x=^^  j  &  celui  des  bœufsj=::7i  ;  donc 
les  j^emiers  ont  coûté  279  écus,  &  les 
derniers  1491  écusj  en  tout  1770  écus. 
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lï.)  u:=^i  donne  a::=30  &j}^r=4o  ;  ainiî 
les  chevaux  ont  coûté  930  écus ,  &  les 
bœufs  ont  coûté  840  écus ,  ce  qui  fait  en- 
femble  1770  écus. 

III.)  ^-^1=3  donne  le  nombre  des  chevaux 
;jfz=5 1  ,  &  celui  des  bœufs  jy^=9  ;  ceux- 
là  ont  coûté  1581  écus,  &  ceux-ci  189 
écusj  cela  fait  enfemble  1770  écus. 

10. 

Les  queftions  que  nous  avons  confidé- 
rées  jufqu'à  préfent,  conduifent  toutes  à 
une  équation  de  la  forme  ax-\-hy^:^c  ^  oii 
a,  h  Se  c  Signifient  des  nombres  entiers  8c 
pofitifs ,  &  où  l'on  demande  pour  x  Si  y 
pareillement  des  nombres  entiers  pofitifs. 
Or  fi  ^  efl  négatif,  &  que  l'équation  ait 
la  forme  a;c.=^y-[-c ,  on  a  des  quefi:ions 
d'une  toute  autre  efpece  ,  &  qui  admettent 
une  infinité  de  folutions  :  nous  allons  en 
traiter  aufîi ,  avant  que  de  finir  ce  Cha* 
pitre. 

Les  plus  fimples  de  ces  quefi:ions  font 
de  la  nature  de  celle-ci  :  ;;n  cherche  deux 
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nombres  ,  dont  la  différence  foit  6,  Si  Ton 
fait  ici  le  plus  petit  nombre  =:Xy  &  le 
plus  grand  :=^y  ,  il  faudra  que  y — x=^6 , 
&  que  j=:6-|-vr.  Or  rien  n'empêche  main- 
tenant de  fubiHtuer  au  lieu  de  x  tous  les 
nombres  entiers  pofTibles ,  &  quelque  nom- 
bre que  l'on  adopte ,  y  fera  toujours  de  6 
plus  grand.  Qu'on  faffe,  par  exemple,  x 
1=  I  oo  ,  on  aura j>^=  i  o6  j  il  eft  donc  clair 
qu'une  infinité  de  folutions  peuvent  avoir 
lieu. 

II. 

Viennent  enfuite  les  queftions  où  c=o  , 
c'eft-à-dire  oii  ax  doit  fimplement  équi- 
valoir à /^jy.  Qu'on  cherche  ,  par  exemple, 
un  nombre  qui  foit  divifible  tant  par  5  que 
par  7  j  fi  on  écrit  iV^pour  ce  nombre ,  on 
aura  d'abord  N=:f^x^  puifqu'il  faut  pou- 
voir divifer  N  par  5  ;  enfuite  on  aura  aufîi 
]S!z=ijy ,  parce  que  le  môm.e  nombre  doit 
être  divif  ble  par  7  ;  on  aura ,  par  con- 
féquent  <fX=:jy  &  x=z1^.  Or  comme  7 
ne  peut  fe  divifer  par  5 ,  il  faut  que  y  foit» 
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divifible  par  5  ;  qu'on  fafTe  àonc  y:=z^^^ 
on  aura  x=:j:^  -,  de  forte  que  le  nombre 
cherché  N==.  3  5  { ;  &  comme  on  peut 
prendre  pour  7^  un  nombre  entier  quelcon- 
que ,  on  voit  qu'on  peut  afîîgner  pour  N 
un  nombre  infini  de  valeurs  ;  telles  font  : 

355  70?  1055  MO,  175  •>  910,  &c. 

Si  on  vouloit,  outre  la  condition  fup- 
pofée  ,  que  le  nombre  N  îbi  auiîi  divifible 
par  9 ,  on  auroit  d'abord  N^-=.y<^^^  &  on 
feroit  de  plus  N=^u,  De  cette  manière 
35;[=c)«,  Se  u=z^^',  &  il  eft  clair  qu'il 
faut  que  i  foit  divifible  par  9.  Soit  donc 
l  =  ^fi  on  aura  u=.^^fy  Se  le  nombre 
cherché  N=  315/  , 

12. 

La  difficulté  efl:  plus  grande  ,  lorfque  c 
n'efl  pas  o  ;  par  exemple ,  lorfqu'il  faut  que 
■  yx=jy-\-^  ,  équation  à  laquelle  on  par- 
vient, en  cherchant  un  nombre  iVtel  qu'on 
puifTe  le  divifer  par  5 ,  &  que  fi  on  le  di- 
vife  par  7 ,  on  obtienne  le  réiidu  3  ;  car 
il  faut  alors  que  A^=z^x^  6c  auiii  que  N 


l6  E   L    à   M   E  N   s 

=7X'~f~3  j  d'<^^  réfulte  l'équation  ^xz=:jy 
-j-3  ,  0^  par  conléquent  A;=^^^^=^tf^î 

=j+~.  Qu'on  fafle  2y-|-3=5^,  on 
aura  x==y+:[  ;  or  à  caufe  de  2j/h-3  =  5{, 
ou  de  iy^=.^^ — 3  ,  on  a  jy=^^p  ouy=2:^ 
-j-^^  Qu'on  fuppofe  donc-encore  :^ — 3 
=  2z/j  on  aura  ;^=2z^-]-3  ,  &  j^=i5«-j-6, 
&  xz=zy-\-:^z=.'ju-\-^.  Donc  le  nombre 
cherché  iV=  3  5^-1-45  ,  où  on  peut  fubf- 
tituer  au  lieu  de  u  non- feulement  tous  les 
nombres  entiers  pofitifs  ,  mais  aufîi  des 
nombres  négatifs  ;  car,  comme  il  fvjffit  que 
iV  devienne  pofîtif,  on  peut  faire  «= — i, 
ce  qui  rend  JV=  I  G.  On  obtient  les  autres 
valeurs ,  en  ajoutant  continuellement  35, 
c^eft-à-dire  que  les  nombres  cherchés  font 
10,  45^  80,  115,  150,  185,  220,  &c. 

13- 

Les  folutions  de  ces  fortes  de  queftions 
dépendent  du  rapport  des  deux  nombres 
par  lefquels  il  s'agit  de  divifer ,  c'eft-à- 
dire  qu'elles  deviennent  plus  ou  moins  lon- 
gues, fuivant  la  nature  de  ces  divifeurs. 

La 
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La  queftion  fuivante,  par  exemple ,  admet 
une  foludon  très-courte  :  On  cherche  un 
nombre  qui,  divifé  par  6 ,  laifle  ie  rélidu  2  j 
^  qui,  divifé  par  1  3  ,  donne  3  de  réiidu. 

Soit  N  ce  nombre  :  il  faut  d'abord  que 
N=:z6x-\-i ,  &  après  cela  que  Nzi^n^y 
-|-3j  par  conféquent  6;*:-|-2^=i  3J/-I-3  , 
&  6x=i3y+i  ,  &  x==^-=iy+C-. 
Qu'on  faffe  jy+ 1::^6{ ,  on  aura  ^^^=^61 —  i , 
&  x^=iy-\-^:^=^l'î^:^ — 2;  d'où  il  fuit  que 
le  nombre  cherché  N:=^'j'èi — 10.  Donc 
la  queilion  admet  les  valeurs  fuivantes; 
68,  146,  224,  302,  380,  ôcc.  qui  for- 
ment une  progrefîion  arithmétique ,  dont 
la  différence  eft  78:=;6.i3.  Il  fuffit,  par 
conféquent ,  de  connoître  une  feuie  de  ces 
valeurs  pour  trouver  facilement  toutes  les 
autres  ;  on  n'a  qu'à  ajouter  conilamrrkent 
78  ,  &  fouflraire  ce  nombre  auffi  long- 
temps que  cela  eft  pofîibie, 

14. 

La  queilion  fuivante  fournit  un  exemple 
d'une  folution  plus  longue  &  plus  pénible. 
Tome  //,  ß 
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Qiieflion  huitième.  Trouver  un  nombre 
N  qui,  étant  divifé  par  39  ,  donne  le  ré- 
fidu  16,  &  tel  aufTi  que  fi  on  le  divife  par 
56,  on  trouve  le  réfîdu  27. 

Il  faut  en  premier  lieu  que  Nz=^'iy(^p-y\6 , 
&  en  fécond  lieu  que  iV-zizz^ö^-j-iy  ;  ainß 
39/74-16^56^+27,  ou  39;)=56y+ii, 
&;.=^'=^+i^:^^+r,  en  ex- 
p;-imant  par  r  la  fraftion'^^^^".    Ainfi  39r 

=  17^  +  11.   &   ^  =  ^'z::::2/--|-i^  =  2r 

+/;  de  façon  que/^^',  ou  17/^5^ 
—  II,  d'où  provient  r-==}:2l^' =.^[-\^'Ifi 
:=3/-|-/y  de  manière  que  r:=~^,ou5r 
=  2/-]-i  I  ,  d'où  l'on  tire/::=^=2/+i^' 
z=z^t-\-u^  en  faifant  u=^'-^^ 3>c  /=2w+i  i. 
Or  n'y  ayant  maintenant  plus  de  fra61ions, 
on  peut  prendre  u  à  volonté  ,  &  on  n'aura 
■plus  qu'à  paffer,  en  rétrogradant,  parles 
déterminations  fuivantes  : 
t=iu~\-i  i  , 

f=zit~\-u  =   5W-J-  22, 
/•=3/+/  =:i7z/+  77, 

^=:zir-\-f   =39^^-1-176, 
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&  enfin  A^:r=  3 9. 56^-1-9883.  On  trouvera 
la  plus  petite  valeur  poffible  de  iV,  en 
faifant  u^:^  —  4  ;  dans  cette  fuppofîtion  on 
a  iV=ii47.  Q"^  fi  ^'<^^  ^^i^  u^=:.x  —  4, 
on  trouve  A^=2i84x — 87364-9883  ,  ou 
iV::;=:2i84:r-j-i  147.  Ces  nombres  forment 
par  conféquent  une  progrefiion  arithmé- 
tique,  dont  le  premier  terme  eft  11 47, 
&  dont  la  différence  efl  2184^  en  voici 
quelques  termes  : 
1147?  3331  j   5515  >  7^99>  9SS3  ,  &c. 

Ajoutons  encore  quelques  autres  quef- 
tions ,  fur  lefquelles  on  puiiïe  s'exercer. 

Queßion  neuvième.  Une  compagnie 
d'hommes  &  de  femmes  fe  trouvent  à  un 
pique-nique  ;  chaque  homme  dépenfe  ici. 
&  chaque  femme  dépenfe  16  liv.  &  il  fe 
trouve  que  toutes  les  femmes  enfemble  ont 
payé  I  liv.  de  plus  que  les  hommes.  Com- 
bien y  avoit-il  d'homm.es  &  de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  femmes  =^ ,  celui 
des  hommes  =^i  les  femmes  auront  dé-  ' 

Bij 
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penfé  i6p ,  Se  les  hommes  25^;  ainfî  i6p 
=  25^+.  ,  &  p^'-m}=^J^-^tl^^+r. 
Nous  venons  de  faire  r=^^^  ,  ainfi  9^ 
=  ,6r_,  ,  &  J  =  i^=r+Z^-=,+/. 
Puis  donc  quey  =  — '  ,  ou  c)fz=z:jr  —  i  , 
nous  avons  r==z^tl —f^^Jl} ^f^^  .  c'eft. 
à-dire  que  t=:^~\  ou  'jt=2f-\-i  -,  ainfî 
y=^'^^:r  3^-]-— :=3r-|-« ,  en  faifant  ^^ 
=^'  ou  iii=zt — î ,  de  forte  que  /=2z/-|-i. 
Nous  aurons  par  conféquent  en  rétro- 
gradant : 

/  r=::  2«-|-  I  , 

/=3^  +  "=  7"+  3» 
r=z   f-\-  t=  c}u-\-  4, 

^=z    r+/=:i6«4-  7» 

ainfi  le  nombre  des  femmes  étoit  2<ju-\-ii  , 
&  celui  des  hommes  étoit  i6z/-[~7  >  ^  on 
peut  fubllituer  dans  ces  formules ,  au  lieu 
de  u,  tels  nombres  entiers  qu'on  veut.  Les 
réfultats  les  plus  petits  font  par  conféquent 
ceux  qui  fuivent: 


D^ A   L    G    E   B    R    E.     ^  2Î 

Nombre  des  femmes:  =i  i,  36,61,  86, 1 1 1 ,  &c. 

des  hommes:  =  7,23,39,55,    7  i  ,  &c. 

Suivant  la  première  folution  ,  ou  celle  qui 
renferme  les  plus  petits  nombres ,  les  fem- 
mes ont  dépenfé  176  liv.  &  les  hommes 
175  livres ,  c'eft-à-dire  une  livre  de  moins 
que  les  femmes. 

16. 

Qi^eßion  dixième.  Quelqu'un  acheté  des 
chevaux  &  des  bœufs  j  il  paye  31  écus 
par  cheval ,  &  20  écus  pour  chaque  bœuf, 

6  il  fe  trouve  que  les  bœufs  lui  ont  coûté 

7  écus  de  plus  que 'ne  lui  ont  coûté  les 
chevaux  :  combien  cet  homme  a-t-il  acheté 
de  bœufs  &  de  chevaux  ? 

Suppofons  qiîe^  foit  le  nombre  des  bœufs 
&  q  celui  des  chevaiix,  il  faudra  que  lop 

•-|-/-j   de   cette -paniere  nous  avons  10  r 

=1 .  j+7.  &  î='-^'=.H-'-^'=r+y;- 
ainfi  ,  if^r- 7 ,  '&  ^=  ^  =/+'t' 

c=^-l-/ ,  c'eil-à^dire  que  9^=2/4-7  ,  &  / 

mo} 
B  iij 
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quoi  iu=:zzt  —  7,  &  tz:::ziiu-\-j.  Par  con» 

féquent 

/=4z-f:/r=  91/4-28, 

^=  r-j-Z^iow-j"^}  ?  nomb.  des  chevaux , 
/?=  ^-[-/■=3  iz/-[~98  Î  nombre  des  bœufs. 
Donc  les  plus  petites  valeurs  pofitives  de 
p  &  de  ^7  fe  trouvent  en  faifant  w^::^ — 3  ; 
celles  qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreffion  arithmétique  de  la  manière 
qu'on  va  voir: 

Nombre  des7    _        ^  ^       o  /•  c, 

bœufs  ,    \P-  5,36,67,98,1  ^9'i6o,i9i,2i2,25 3  ,  &c. 

^^'c hevauî'}  ^-  3,^3,43,63,  83,103,123,143,^63  ,  &c. 
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Si  on  confidere  comment  ,  dans  cet 
exemple ,  les  lettres  p  Sz  q  Ce  déterminent 
par  les  lettres  fuivanres ,  on  remarquer^  fa- 
cilement que  cette  détermination  dépend 
du  rapport  des  nombres  51  &  20 ,  &  en 
particulier  du  rapport  qu'on  découvre  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  ces  deux  nombres.  En  effet ,  fi.  on  fait 
cette  opération 


i)'A 
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31 

20 

I 

1 1 

20 
1 1 

I 

9 

1 1 

9 
2 

I 

9 

8 

I 

4 

2 
2 

^î 


il  eft  clair  que  les  quotients  qu'on  obtient 
fe  retrouvent  dans  la  détermination  fuccef- 
fîve  des  lettres  p ,  q  ^  r ,  f^  &c.  &:  qu'ils 
font  liés  avec  la  première  lettre  à  droite  , 
pendant  que  la  dernière  refte  toujours  ifo- 
lée  ',  on  voit  de  plus  que  ce  n'eft  que  dans 
la  cinquième  &  dernière  équation  que  fe 
préfente  le  nombre  7 ,  &  qu'il  eft  affecté 
du  figne  -|-  ,  parce  que  le  nombre  de 
cette  équation  eft  impair  j  car  fi  ce  nom- 
bre avoit  été  pair ,  on  auroit  trouvé  — 7, 
Ce  que  nous  difons  deviendra  encore  plus 
clair  par  la  table  fuivante,  dans  laquelle 
on  verra  d'abord   la  décompofition  des 

B  iv 
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nombres  31  &  20 ,  &  puis  la  détermina- 
tion des  lettres  /? ,  q  y  r ,  dzc. 


3  l=:I.20-[-ll 
20rzrl.II-[-  9 
I  1=1   .  9-|-    2 

9=4  .  2-|-   I 

2:=:=2  .  I-|-   G 

18. 


On  peut  repréfenter  de  la  même  manière 
l'exemple  précédent  de  l'article  14. 


56=1.394-17 

39=2.17+  5 

17=^3  •  5+  ^ 

5=2  .  2+  I 

2=2  .   I-l-    G 


p=zuq~\-r 
q=:l.r-\-f 
r=3./+r 

t=lM-\-l  I. 
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Nous  fommes  donc  en  état  de  réfoudre 
de  la  même  manière  toutes  les  queftions 
de  cette  efpece. 

En  effet ,  Toit  donnée  l'équation  èp=:aq 
4-/2 ,  où  £z ,  ^  &  ;z  {îgnifient  des  nombres 
connus.  11  oe  s'agira  ici  que  de  procéder 
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comme  Ci  on  cherchoit  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  des  nombres  ad>Lb,  on  pourra 
auffi-tôt  déterminer  p  ^  q  par  les  lettres 
fuivantes ,  comme  on  va  voir  : 


Soit  a:=:^Ab-^C 
b^Bc^-i 
c  :zz=zCd  -\-  e 
d^De-\-f 


on  aura/j^^^^-f-/* 
q—Br-^-f 

tz=:zEu-\-V 
u=Fv  -rn. 


On  fera  feulement  attention  encore ,  que 
dans  la  dernière  équation  il  faut  donner  à  n 
le  figne  -|-,  quand  le  nombre  des  équations 
efl  impair  ;  &  qu'au  contraire  il  faut  prendre 
■ — n^  lorfque  ce  nombre  eft  pair.  Et  voilà 
donc  comment  on  peut  réfoudre  avec  afîez 
de  promptitude  les  queftions  dont  nous  nous 
occupons  dans  ce  Chapitre  :  nous  en  don- 
nerons quelques  exemples. 

20. 

Qiieß'ion  onzième.  On  cherche  un  nom- 
bre qui ,  étant  divifé  par  1 1  _,  donne  le  ré- 
jfidu  3  ,  &  qui  étant  divifé  par  1 9 ,  donne 
le  réiidu  5. 
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Soit  N  ce  nombre  cherché  :  il  faudra 
d'abord  que  N=^\\p-\-T,  ^  &  en  fécond 

lieu   que    Nz::^l^Cj-\-^.    Donc     l\pzz::z\c^q 

►4-^2 ,  équation  qui  fournit  la  table  fuivante: 


I  €):=:=  i.i  i-[-8 
ii  =  i  .8-|-3 

8:1=2  .3-1-2. 
3  =  1  .2  +  1 
2=1=2  .  I-[-0 


q^    r+f 
r  =  lf-\-t 


où  Ton  peut  donner  à  u  telle  valeur  qu'on 
veut,  &  déterminer  par- là  fuccefrivement, 
en  rétrogradant ,  les  lettres  précédentes,. 
On  aura, 

/=2«-|-2 

r—if-^t==  8w+  6 
q=  /-+/— ii«+  8 

pz=:   q-\-r=.l()U-\-l4', 

de-là  réfulte  le  nombre  cherché  N=io^u 
4-1 57  j  donc  le  plus  petit  nombre  qui  puiffe 
exprimer  N,  ou  fatisfaire  à  la  queftion  , 
efl  157* 
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21. 

Qiießion  douzième.  Trouver  un  nombre 
N  tel  qu'en  le  divifant  par  1 1  ,  il  refte  3  , 
&  qu'en  le  divifant  par  1 9 ,  il  refte  5  ;  & 
de  plus,  que  ß  on  divife  ce  nombre  par 
29,  on  obtienne  le  réfidu  10. 

La  dernière  condition  exige  que  N=i^p 
-|-io;  &  comme  on  a  déjà  fait  le  calcul 
pour  les  deux  autres  ,  il  faut ,  en  conféquen- 
ce  de  ce  qu'on  a  trouvé,  que  N^^:^io^u 
•-[-157,  à  la  place  de  quoi  nous  écrirons 
N=:io<^q-\-i<^j  ;  ainfi  2C)/7-[-i  0^^:209^ 
•"j-i^y,  eu  29/7=  209^ -[-1 47  j  d'où  ré- 
fulte  le  type  qui  fuit  : 

209^=7.29-1-6;  donc  pz=.jq-^r^ 
29=4  .  6-J-5  ;  q~^rJ^f^ 

6^1.5  +  1;  r=:f-\-t, 

5=5  .  i-[-o;  /=5/  — 147. 

Et  fi  nous  revenons  maintenant  fur  nos  pas , 
nous  aurons 

/■=/-f  t  —  6t-^  147, 
q—4r+  f  —  29;—  735, 
P^^ll'V   ^  =209^ — 5292. 
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Donc  N=:i6o6\t — 153458.  Le  plus  petit 
nombre  fe  trouve  en  faifant  /=26 ,  &  cette 
fuppofition  donne  A^=4i28. 

22. 

Une  remarque  cependant  qu'il  faut  faire 
nécefiairement ,  c'efl  que  ,  pour  qu'une 
telle  équation  bp=zaq-\-n  foit  réfoluble  ,  il 
faut  que  les  deux  nombres  a  &c  ù  n'ayent 
d'autre  commun  divifeur  que  i  ;  car  fans 
cela  la  queftion  feroit  impoffible  ,  à  moins 
que  le  nombre  n  n'eût  le  même  commun 
divifeur. 

Si  l'on  demandoit ,  par  exemple ,  que 
^p=i  5^-(~^  »  comme  9  &  1 5  ont  le  com- 
mun divifeur  3  ,  &  que  ce  n'eft  pas  un  di- 
vifeur de  2 ,  il  ei\  impoffible  de  réfoudre 
la  quertion  ,  parce  que  9/7 — 15^  pouvant 
toujours  être  divifé  par  3  ,  ne  peut  en  aucun 
cas  devenir  =zi.  Mais  fi  dans  cet  exem- 
ple n  étoit  =^3  ,  ou  /z=z:6,  &c.  la  quef- 
tion feroit  po/Tible  :  il  fuffiroit  de  divifer 
auparavant  par  3  -,  car  on  auroit  -^pzzizfjq 
•-[-I  ,  équation  qui  feroit  facilement  réfo- 
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lubie  par  la  regle  donnée  ci-defTus.  On 
voit  donc  clairement  que  les  nombres  a 
&  ^  ne  doivent  avoir  d'autre  commun  di- 
vifeur  que  l'unité  ,  &  que  notre  regle  ne 
peut  avoir  lieu  dans  d'autres  cas. 

13. 

Pour  le  prouver  encore  plus  évidem- 
ment ,  nous  traiterons  l'équation  9/?=  1 5^ 
^2  fuivant  la  voie  ordinaire.  Nous  trou- 
vons p  =  '^^z:::zq-\^'^=q-\-ri  de  forte 

que  (^r:=^6q-\'Z  y  ou  6q=^r — 1  ;  ainß 
5^==^™r-|-5:^  =  /--f/;  de  façon  que 
3/- — 2=65  ,  ou  ^rz=z6f-\-2»  Par  confé- 
quent  r=^^-^=^if-\--  ;  or  il  eft  bien  clair 
que  ceci  ne  peut  jamais  devenir  un  nom- 
bre entier,  parce  que/efl:  néceffairement 
un  nombre  entier.  Cela  fert  à  confirmer 
que  ces  fortes  de  queftions  font  impoflibles. 


'^^ 
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CHAPITRE     II. 

De  la  regle  qu'on  nomme  régula  cœci,  ou 
il  s'agit  de  déterminer  par  deux  équations , 
trois  ou  un  plus  grand  nombre  d'inconnues. 


n 
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ous  avons  vu  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent ,  comment  on  peut  déterminer  par 
une  feule  équation  deux  quantités  incon- 
nues, au  point  de  les  exprimer  en  nombres 
entiers  &  pofitifs. 

Si  donc  on  avoit  deux  équations  ,  il  fau- 
droit ,  pour  que  la  quefiion  fût  indétermi- 
née, que  ces  équations  renfermaffent  plus 
de  deux  inconnues.  Or  il  fe  préfente  de 
ces  queftions  dans  les  livres  d'Arithmétique 
ordinaires  ;  on  les  réfout  par  la  regle  dite 
régula  cœci ,  nous  ferons  voir  les  fondemens 
de  cette  regle. 
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Nous  commencerons  par  un  exemple, 
Queflion  première.  Trente  perfonnes , 
hommes,  femmes  &  enfans  dépenfent  50 
écus  dans  une  auberge  ;  l'écot  d'un  hom- 
me eft  3  écus ,  celui  d'une  femme  efl:  2  écus, 
&  celui  d'un  enfant  eß:  un  écu  j  combien 
y  avoit  il  de  perfonnes  de  chaque  clafle  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =/> ,  celui 
des  femmes  =^,  &  celui  des  enfans  =^r, 
nous  aurons  les  deux  équations  fuivantes  : 

10/^+^+^—30.  1103/'  +  ^^+^===  50. 
Et  il  s'agit  d'en  tirer  les  trois  lettres  ^  p ,  q 
&  /-en  nombres  entiers  &  pofîtifs.  La  pre- 
mière équation  donne  /■i=30 — p — q^  d'où 
nous  concluons  d'abord  que  p-\-q  doit  être 
moindre  que  305  &  fubflituant  cette  valeur 
de  r  dans  la  féconde  équation  ,  nous  avons 
2/?-|-^-j-3o=  50 ,  de  forte  que  q=zio 
—  ip  Si  p-^qz^zzio — p;  ce  qui  eft  évi- 
demment aufîi  moindre  que  30.  Or  com- 
me on  peut,  en  vertu  de  cette  équation, 
prendre  pour  p  tous  les  nombres  qui  ne 
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paflent  pas  i  o ,  on  aura  les  onze  folutions 
fuivanres  : 

Nombre  des)  ,  „ 

hommes,}^-   °^    ''   ^'    3»  4,    5^   6,    7,   8,   9,10, 

Nombre  des)     ^  n     y  o     ^ 

femmes,   j" ? -^o»  10, 16, 14,12, 10,  8,   6,  4,   2,   o. 

Nombre  des)     _  /-  r, 

enfans       J '' -  io>  "»  12, 13, 14, 15,16, 17, 18, 19,20; 

&  fî  on  omet  la  première  &  la  dernière, 
il  en  reftera  neuf. 

■     26. 

Queß'i  on  féconde.  Quelqu'un  acheté  loo 
pièces  de  bétail,  des  porcs,  des  chèvres 
&  des  moutons ,  pour  loo  écus  j  les  porcs 
lui  coûtent  3^ écus  la  pièce  ;  les  chèvres, 
i-écu,  &  les  moutons,  -  écu  :  combien 
y  avoit-il  d'animaux  de  chaque  efpece  ? 

Soit  le  nombre  des  porcs  :=/? ,  celui  des 
chèvres  =^q -,  celui  des  moutons  =:r,  on 
aura  les  deux  équations  fuivanres  :  ^')p-\-q 
+  ^—100,  W,)  -j^'-p-^-  l~q-]^\r—  100  ; 
&  cette  dernière  étant  multipliée  par  6, 
afin  de  chaßer  les  fra£lions ,  fe  transforme 
en  celle-ci,  i\p-\-%cj-^'i,r-=z6oo.  Or  la 
première  donne  rzz^ioo — p — q ,  &  fi  l'on 

fubftitue 
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fubftitue  cette  valeur  à  r  dans  la  féconde , 
on  a  iS/j-l- 5^/^=300,  ou  5^=300 — 18/7, 
&  q^6o — -^ .  Par  conféquent  il  faut  que 
18/?  foit  divifible  par  5  ,  &  renferme  5 
comme  fa8:eur.  Qu'on  falle  dorx  p^p^i^fy 
on  aura  q=^6o —  1 8/,  &  rr=r  1 3/_|-4o ,  où 
l'on  peut  prendre  pour/un  nombre  entier 
quelconque  ,  pourvu  qu'il  foit  tel  que  q  ne 
devienne  pas  négatif  Mais  cette  condition 
limite  la  valeur  de  /  à  3  ,  de  forte  que  fi 
on  exclut  auflî  o ,  il  ne  peut  y  avoir  que 
trois  folutions  du  problème  y  ce  font  les 
fuivantes  : 

Lorfque  /^=   1,2,3, 

on  a/7=^  5,   10,   15, 

^^=42,  24,  ^5, 

/■=;5  3,  66,  79. 


Lorfqu'on  veut  foi- même  fe  propofer 
de  tels  exemples  ,  il  faut  faire  attention 
fur-tout  qu'ils  foient  poffibles  ;  &  pour  pou- 
voir en  juger ,  voici  ce  qu'il  faut  obferver  : 

Soient  les  deux  équations  auxquelles  nous 
Tome  I  h  C 
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parvenions  jufqu'à  préfent ,    repréfentées 

par  I.)x-f-jK+l=^^?  IIOA'+^J+>^T^^, 
oh  f,  g  d>i  h  ,..ain{i  que  a  ^  b  ^  font  des 
nombres  donnés ,  fi  nous  fuppofons  qu'entre 
les  nombres/',  ^  &  A  le  premier  y  Toit  le 
plus  grand ,  &  >^  le  plus  petit  ;  comme  , 
à  caufe  de  x-^j-\-iz=:a ,  nous  avons /x: 
+fy+Â=^f^  '  il  e^  clair  que/^+/>-f/^ 
eft  plus  grand  que  fa-\-gy-\-^^  y  par  con- 
féquent  il  faut  que  fa  foit  plus  grand  que  b  , 
ou  que  b  foit  plus  petit  que  fa  ;  &  puifque 
de  plus  hx'^/iy-^/i:[:=/ia  ,  &  que  /ix-\-fy 
4-A:^  eft  certainement  plus  petit  que  fx 
^gy-\-^l ,  il  faut  aufîi  que  ka  foit  plus 
petit  que  b  ,  ou  b  plus  grand  que  ha.  Il 
s'enfuit  donc  de-là  que  fi  b  n'eft  pas  plus 
petit  que/a,  &  en  même  temps  plus  grand 
que  ha,  la  queftion  fera  impofîible. 

On  exprime  cette  condition  aufTi ,  en 
difant  que  b  doit  être  contenu  entre  les  li- 
mites/a ^  ha;  &  il  faut  de  plus  faire  at- 
tention que  ce  nombre  n'approche  pas  trop 
de  l'une  ou  de  l'autre  limite ,  parce  que 
cela  feroit  qu'on  ne  pourroit  pas  déterminer 
les  autres  lettres. 
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.  Dans  l'exemple  précédent,  oiia=ioo, 
y:=:i:3^  &  hz=z:^- ^  jes  limites  étoient  350 
&  50;  or  fi  on  vouloit  fuppoier  b:=^i 
au  lieu  de  1 00 ,  les  équations  deviendraient 

x-]ry+{=ioo,^  3^x4-iiy-j-i^— 51, 

ou,  en  chafTant  les  fra(9:ions  ,  zix~\~%y 
-j- 3 ;^ :1:1z  3 06  ;  qu'on  multiplie  la  première 
par  3,  de  forte  que  3-^-]-3y-l-3{-=3CO  j 
fi  l'on  fouftraiî  cette  équation  de  l'autre, 
il  relie  i%x-\-'^y^=6  ,  ce  qu'on  voit  fur  le 
champ  être  impoffible  ,  parce  que  x  ^  y 
doivent  être  des  nombres  entiers  &  po- 
fitifs. 

28. 

Les  Orfèvres  &  les  Monnoyeurs  tirent 
grand  parti  de  cette  regle  ,  quand  ils  fe 
propofent  de  faire  ,  de  trois  ou  de  pluiîeurs 
fortes  d'argent,  un  alliage  d'un  prix  donné, 
ainfi  que  l'exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Queflion  troißeme.  Un  Monnoyeur  a 
trois  fortes  d'argent  ;  la  première  à  7  onces, 
la  féconde  à  5^  onces,  la  trcifierae  à  4- 
onces  i  il  a  à  faire  un  alliage  de  30  marcs 

Cij 
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pefant ,  à  6  onces  ;  combien  de  marcs  doît-' 
il  prendre  de  chaque  forte  ? 

Qu'il  prenne  x  marcs  de  la  première 
forte ,  y  marcs  de  la  féconde  &  ^  marcs 
de  la  troiiieme  ,  il  aura  x-\-y-\-^::^'i^Oy 
&  c'ert  la  première  équation. 

Enfuite ,  puifqu'un  marc  de  la  première 

forte  contient  7  onces  d'argent  fin ,  les  x 
marcs  de  cette  forte  contiendront  jx  on- 
ces de  tel  argent  j  de  même  les  y  marcs 
de  la  féconde  forte  contiendront  5  \y  on- 
ces ,  &  les  {  marcs  de  la  troifieme  forte 
contiendront  4^  ;^  onces  d'argent  fin  ;  de 
forte  que  toute  la  malTe  contiendra  jx 
-|-5  ^y-|-4^{  onces  d'argent  fin.  Or  puif^ 
que  cet  alliage  pefe  30  marcs ,  &  que  cha- 
cun de  ces  marcs  contient  6  onces  d'argent 
fin ,  il  s'enfuit  que  la  mafTe  entière  con- 
tiendra 180  onces  d'argent  fin;  &  de- là 
réfulre  la  féconde  équation  7-^  +  5  2:7  -H  4  ^  { 
r=i8o,  ou  I4a:-|-i  iy-|-9^=r36o.  Si  ron 
fo'i-'flrait  maintenant  de  cette  équation  la 
première  pnfe  neuf  fois ,  ou  9-^-|-9J+5^{ 
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=  270,  il  refle  <^  x -\- ly  =^  ()o  ^  équation 
qui  doit  donner  en  nombres  entiers  les  va- 
leurs de  X  &  de  j/.  Quant  à  la  valeur  de  ^, 
on  la  tirera  enfuite  de  l'équation  r:==30 
— X — y.  Or  l'équation  précédente  donne 
zyz=^(^o — 5x&jy:=::45 — ~ '^  foit  donc 
x:=ziUy  on  aura  yzz::^4t')  —  ')U  &  {=3^ 
" — 15;  c'eft  (igné  que  u  doit  être  plus  grand 
que  4 ,  &  cependant  plus  petit  que  10  ;  & 
par  conféquent  la  queftion  admet  les  folu- 
tions  fui  vantes: 


w_   5,     6, 

7, 

8, 

9. 

X      10,;  1 1 , 
y— 10,  15, 

«4, 

10, 

6, 

16, 
9i 

18, 

0, 

12. 

29. 

II  fe  préfente  quelquefois  des  queflions 
qui  renferment  plus  de  trois  inconnues, 
mais  on  les  réfout  de  la  même  manière  , 
comme  l'exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Queßlon  quatrième.  Quelqu'un  acheté 
1 00  pièces  de  bétail  pour  1 00  écus  j  favoir, 
^  C  iij 


38  E   L    é    M    E    N    s 

des  bœufs  à  10  écus  la  pièce  ,  des  vaclies 
à  5  écus,  des  veaux  à  2  écus ,  Oc  des  mou- 
tons à^  écu  la  pièce  ;  combien  a-t-il  acheté 
de  bœufs  ,  de  vaches ,  de  veaux  &  de 
moutons  ? 

Soit  le  nombre  des  bœufs  ^^p-,  celui 
des  vaches  =^,  celui  des  veaux  =^,  & 
celui  des  moutons  =/;  la  première  équa- 
tion t{\.  p-\-q-\- r-\- f -=11 00^  &  la  féconde 
eft  I o/?-[- 5 ^-l-i^+~A=t 00,  ou,  en  re- 
tranchant les  fra6lions,  20/?-}- 10 ^-["4 ^"4"/ 
ri=200j  fouftrayant  la  première  équation 
de  celle  ci,  il  reflie  i()p-\-^q-]-'i,rz=zioo , 
d'où  l'on  tire  T^r^zioo — 19/?  —  99^,  & 
r=33+^— 6/?— ^/;— 3^,ou/=33— 6/? 

—  374~T^'  ^^^^  il  f^^^  ^"^  ï — P  ^^  P 

—  I  foit  divifible  par  3.  Qu'on  fafle 

p  — 1:^^:3; ,  on  aura 

/-=27  — 19^—  3^, 
il  s'enfuit  de -là  que  i^t-\-}q  doit  être 
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moindre  que  27 ,  &  que  y  pourvu  que  cette 
condition  s'obferve,  on  peut  au  refte  don- 
ner ä  <^  d>i  ä  t  telle  valeur  qu'on  veut  ;  cela 
pofé ,  nous  aurons  à  confidérer  les  cas  fui- 
vans  : 


On  ne  peut  faire  r=2  ,  parce  que  r 
deviendroit  négatif. 

Dans  le  premier  cas  ^  ne  doit  pas  fur- 
pafTer  9  ,  &  dans  le  fécond  cas  ce  nombre 
ne  doit  pas  excéder  2  ;  ainfi  ces  deux  cas 
donnent  les  folutions  qui  fuivenr. 

Le  premier  donne  les  dix  folutions  que 
voici  : 


p 

I. 

I 

II. 

III. 

IV. 

\T 

VI. 

I 

VII. 

Vii[:ix. 

X. 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

1 
9 

^ 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

r 

27 

24 

21 

18 

M 

12 

9 

6 

3 

0 

1 

7^ 

74 

76 

78 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

IV 
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Le  fécond  cas  fournit  les  trois  folutions 
fui  vantes  : 


I.  1  IL 

m. 

4 

2 

2 

92 

p 

r 

f 

4 

G 

8 

88 

4 
I 

5 
90 

Voilà  donc  en  tout  treize  folutions  ,  & 
elles  fe  réduifent  à  dix  ,  fî  on  exclut  celles 
qui  renferment  un  zéro. 

La  méthode  ne  laifferoit  pas  d'être  la 
même  ,  quand  même ,  dans  la  première 
équation  ,  les  lettres  feroient  multipliées  par 
des  nombres  donnés ,  comme  on  le  verra 
par  l'exemple  fuivaiît  : 

Q_uejlion  cinquième.  Trouver  trois  nom- 
bres en.iers  ,  tek  que  fi  on  multiplie  le  pre- 
mier par  3  ,  le  fécond  par  5  &  le  troi(ieme 
par  7  ,  la  fomme  des  produits  foit  5  60  ;  & 
que  fî  o  1  multiplie  le  pemier  par  9 ,  le 
fécond  par  2  5  &  le  troi(ieme  par  49 ,  la 
fomme  des  produits  foit  2920. 
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Soit  le  premier  nombre  :=^  ,  le  fécond 
r=:j,  le  troifieme  ={,  on  aura  les  deux 
équations  ,  I.)  'i,x-\-^y-\-'Jiz:^<)6o\  II.)  ^x 
>-^i^y-\- 4^1^^  1^10.  Si  on   fouflrait  de 
la  féconde  la  première  prife  trois  fois ,  ou 
9x-|-i  5jK-|"2-i{^==i68o,  il  reile  ioy-\-i^i 
n=:i240;  divifant  par  2  ,  on  a  5y-|-Mt 
:=6io,  d'où  l'on  tire^  =  i  24 — ~,  Ainfî 
:j  doit  être  divifible  par  5  ;  qu'on  faffe  donc 
^z=.^Uy  on  auray==i24  — 14^;  ces  va- 
leurs étant  fubftituées   dans   la  première 
équation,  on  a  3^ — 3  5w-|-62o::::^56o  ,  ou 
'^x=z^<^u — 60,  ^  x:='^Y  —  ^o  ;    c'ed 
pourquoi  l'on  fera  1^=3  r ,  &  on  aura  enfin 
la  folution  fuivant^,  x=::^^fjt' — 20,jy=i  24 
— 42/,  &  {  =  15/,  où  on  peut  fubftituer 
au  lieu  de  t  un  nombre  entier  quelconque , 
mais  tel  cependant  que  t  furpaffe  o ,  & 
foit  moindre  que  3  ;  de  forte  qu'on  fe  trouve 
borné  en  effet  aux  deux  folutions  fuivantes: 
I.)  Si  tz^ii ,  on  a  x:=:i  5  ,yc=82,  1=1 5. 
IL)  Si  r::=2,  on  a  ;^i=:50, ^^=^40,  {=30. 
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CHAPITRE    III. 

Des  Equations  indéterminées  compofées  , 
dans  lefquelles  l'une  des  inconnues  ne 
paße  pas  le  premier  degré, 

31- 

il  ous  pafîerons  à  préfent  aux  équations 
indéterminées ,  dans  lefquelles  on  cherche 
deux  quantités  inconnues,  &  oii  l'une  de 
ces  inconnues  eft  multipliée  par  l'autre  ,  ou 
élevée  à  une  puiflance  plus  haute  que  la 
première ,  tandis  que  l'autre  inconnue  ne 
s^y  trouve  cependant  encore  qu'au  premier 
degré.  Il  efl  évident  que  les  équations  de 
cette  efpece  peuvent  fe  repréfenter  par 
l'expreflion  générale  qui  fuit  : 

a-^bx-\-cy-\-dxx-^exy-\-fx^  -^gxxy 
J^hx'-\-kx'y^  &c.  ==0. 

Comme  dans  cette  équation  y  ne  pa/Te 
pas  le  premier  degré ,  cette  lettre  fe  dé- 
termine facilement ,  mais  il  faut  au  refte  , 
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comme  auparavant ,  que  les  valeurs  tant 
de  X  que  dey ,  foient  aflignées  en  nombres 
entiers. 

Nous  allons  confidérer  quelques-uns  de 
ces  cas ,  en  commençant  par  les  plus  faciles. 

32. 

Quefl'ioii  première.  Trouver  deux  nom- 
bres tels  que ,  fi  on  ajoute  leur  produit  à 
leur  fomme  ,  on  obtienne  79. 

Nommons  x  &jy  les  deux  nombres  cher- 
chés ;  il  faudra  que  xy~\-x-\--y:=zj(^  -,  ainfî 

par  où  l'on  voit  que  x-|-  i  doit  être  un 
divifeur  de  80.  Or  80  ayant  beaucoup  de 
divifeurs  ,  on  aura  auffi  plufieurs  valeurs 
de  X ^  comme  on  va  voir: 


Les  divifeurs  de  80  font 

I 

2 

4 

5 

S'io 

16 

20  40  80  1 

donc  X  ZZ 

0 

79 

I 
39 

3 
19 

4 

7   9 
9j  7 

M 
4 

3I  ij  0 

Mais  comme  les  dernières  folutions  font 
les  mêmes  que  \qs  premières ,  on  n'a  réelle- 
jnent  que  les  cinq  folutions  fuivantes  : 
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Elément 


l 

II. 

m. 

IV. |V. 

o 

I 

3 

4    7 

,79 

39 

»9 

1  S  ^Q 
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C'ert:  de  la  même  manière  qu'on  pourra 
réfoudre  aufîi  l'équation  générale  xy~\-ax 
'^by=.c  ;  car  on  aura  xy-\-by:=c — ax  y 
&:jK^-7-r,  ouy=  —  a+^^',  ceft-a- 
dire  que  x-\-b  doit  être  un  divifeur  du  nom- 
bre connu  ab-\-c  ;  de  forte  que  chaque  di- 
vifeur de  ce  nombre  donne  une  valeur  de  x. 
Qu'on  fafle  donc  ab-\-c^=.fg ,  on  aura  y 
:== — ^~{--~i,i  &  fuppofant  x-|-^^=/ou 
x=f — b  f  il  eft  clair  que  j=: — a-\-g  ou 
y==g — ^,  &  par  conféquent  qu'on  aura 
même  deux  folutions  pour  chaque  manière 
de  repréfenter  le  nombre  ab-^c  par  un 
produit  tel  quej^.  De  ces  deux  folutions, 
l'une  eft  x^=:f—b  &  y=g — ci ,  &  l'autre 
s'obtient  en  faifant  x-\-b=zzg ,  dans  lequel 
cas  xz=^g — b  Se  y=^f- — a. 

Si  donc  on  fe  propofoit  l'équation  xy 
^ix-\-}y=::^4i ,  on  auroit  azz:^i  ,  bzi^y  , 
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&  c=42  ;  par  conféquent  y=r—  2-4-^. 
Or  le  nombre  48  peut  fe  repréfenter  de 
plufieurs  manières  par  deux  fadeurs,  com- 
me j^,  &  dans  chacun  de  ces  cas  on  aura 
toujours,  foit  x=^f- — 3  6l  y^==^g — 2,  (bit 
aufîi  x'c=:^g — 3  Si  j^=f — 2.  Voici  le  dé- 
veloppement de  cet  exemple: 

I.        II.       III.       IV.     V. 


Fa61eurs 


Nombres 


I  .  4HI2 . 24 


X 


ou  145 


_y\ 
46!  -1 
-1 121 


y 


11 

G 


3jJ^ii 


I  2 


0 
13 


J 


14     I 


y 


10 

2 


6.8 


x\y 
~6 
4 


L'équation  peut  s'exprimer  encore  plus 
généralement ,  en  écrivant  mxyz:=:ax-^l:>y 
-j-c,  où  a  ,  Z»  ,  c  &  m  font  des  nombres 
donnés ,  &  où  l'on  cherche  pour  x  Se  y 
des  nombres  entiers  inconnus. 

Qu'on  fépare  d'abord  jy  ,  on  aura  y 
:="-^^ i  &  chalTant  x  du  numérateur,  en 
multipHant  par  m  de  part  &  d'autre  ,  on 


aura  myz 


max    me 
mx-b 


mx-b 


.  On  a  main- 


4<3  E  L  é  M  E  N  s 

tenant  une  fraftion  dont  le  numérateur  efl: 
un  nombre  connu ,  &  dont  le  dénomina- 
teur doit  être  un  divifeur  de  ce  nombre  ; 
qu'on  repréfente  donc  le  numérateur  par 
un  produit  de  deux  faveurs,  comme  j^, 
ce  qui  peut  fouvent  fe  faire  de  plufieurs 
manières ,  &  qu'on  voye  (i  un  de  ces  fac- 
teurs peut  fe  comparer  avec  mx — b  ^  de 
façon  que  mx  — ^=j^  Or  il  faut  pour  cet 
effet,  puifque  x=-(~  ,  que  f-\-b  foit  di- 
vifible  par  m  j  &  il  s'enfuit  de-là  que  parmi 
les  fa8:eurs  de  mc-\~ah,  on  ne  peut  em- 
ployer que  ceux  qui  font  tels ,  qu'en  y  ajou- 
tant b  ,  les  fommes  foient  divilibles  par  m. 
Nous  allons  éclaircir  ceci  par  un  exemple. 
Soit  l'équation  ^xj==:2x-\~^y-^iS  ,  on 

aura  y  =^  —  oc  <  y  = 7-  :=  2  -4-  -—-  ; 

il  s'agit  par  conféquent  de  trouver  ceux 
des  divifeurs  de  96  qui ,  ajoutés  à  3  ,  don- 
nent des  fommes  divifibles  par  5.  Or  fi  l'on 
confîdere  tous  les  divifeurs  de  96  ,  qui  font 

^  :>  ^>  },  4,  6,  ^,  1-5  »^,  -4'  3^^  4S, 
96 ,  on  voit  facilement  qu'il  n'y  en  a  que 
ces  trois ,  i,  12,32,  qui  peuvent  fervir. 
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Soit  donc  I.)  5:^—33^:2,  on  aura  57=50, 
&  par  conféquent  x^^i  ,  & 

II.)  5  a: — 3=1 2,  on  aura  57=10, 
&  par  conféquent  x::^-^  ,  & 

7=2. 

III.)  5^»: — 3=32  ,  on  aura  57=5 , 
&  par  conféquent  x^^^j ,  & 
7=1. 

Comme  dans  cette  folution  générale  on 
a  ^727 — a:n^^^,  il  fera  à  propos  d'ob- 
ferver  que ,  fi  un  nombre  compris  dans  la 
formule  mc-\-ab ,  a  un  divifeur  de  la  for- 
me mx — b ,  le  quotient  dans  ce  cas  doit 
être  néceffairement  compris  dans  la  for- 
mule my  —  a,  &;  qu'on  peut  alors  repré- 
fenter  le  nombre  mc-\-ab  par  un  produit 
tel  que  {mx — b)  Qny — a).  Soit,  par  exem- 
ple ,  /72=::l  2  ,   «=5  ,  b:=^J  &  C  =  I  5  ,   On 

aura  i2v — ^=z=~--  •  or  les  divifeurs  de 
21 5  font  1 ,  5 ,  43  ,  2 1 5  ;  il  faut  en  choiiir 
ceux  qui  font  compris  dans  la  formule  i  zx 
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— 7 ,  OU  qui  font  tels  qu'en  y  ajoutant  7  ^ 
la  fomme  foit  diviiible  par  1 2  ;  mais  il  n'y 
a  que  5  qui  fatisfalTe  à  cette  condition , 
ainfi  I  2A- — 7=^')  &  i  iy — 5^=^43  >  ^  <i^ 
même  que  la  première  de  ces  équations 
donne  a:=:=i  ,  on  trouve  au/fi  par  l'autre  j/ 
en  nombres  entiers,  (diwoir  y^:=.^.  Cette 
propriété  eil  de  la  plus  grande  importance 
relativement  à  la  nature  des  nombres,  &: 
mérite  par- là  qu'on  y  fafîe  attention  par- 
ticulièrement, 

36. 

Confîdérons  maintenant  aufîî  une  équa- 
tion de  cette  efpece,  xy-\-xx=:zix-\-'^y 
-j-29.  Elle  nous  donne  jzzzz^'''^*''^^ ^  ouy 

= — X  —  I  -{--—9  ''"'^  •^' — 3  <^oit  être  un 
divifeur  de  26  ,  &  dans  ce  cas ,  la  diviilon 
étant  faite  ,  le  quotient  fera  ==y-[-jc--|-i  5 
or  les  divifeurs  de  26  étant  i  ,  i,  13,  26 , 
nous  aurons  donc  les  folutions  fuivantes: 

l.)x — 3^=1  ,  ou  a:^i:4j  de  forte  quej)^-}-A: 
+  ^  =7+5  =  -^^^  &y::=2I  ; 

IL) 
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ll.)x — 3=2,  OU  x^^^  i  ainfi  j-^a:-|-i 
III.)  jc — 3=13  ,  ou  x^:i^i6  ;  ainfi  j4-:v+i 

Cette  dernière  valeur  étant  négative  doit 
être  omife ,  &  par  la  même  raifon  on  ne 
pourra  tenir  compte  du  dernier  cas  ,  x — 5 

=r26. 

37- 

Il  ne  fera  pas  néceflaire  de  développer 
ici  un  plus  grand  nombre  de  ces  formules , 
oii  on  ne  rencontre  que  la  première  puif^ 
fance  dej/  &  de  plus  hautes  p  uiffances  de 
X  i  car  ces  cas  ne  fe  préfentent  que  rare- 
ment ,  &  peuvent  d'ailleurs  toujours  fe  ré- 
foudre par  la  méthode  que  nous  avons  ex- 
pliquée. Mais  lorfque  y  aufîi  eft  élevé  à 
la  féconde  puiiTance  ,  ou  à  un  degré  encore 
plus  haut ,  &  qu'on  veut  en  déterminer  la 
valeur  par  \qs  règles  données,  on  parvient 
à  des  fignes  radicaux ,  qui  comprennent 
des  puiffances  fécondes  ou  encore  plus 
hautes  de  x,  &  il  s'agit  alors  de  trouver 
Tome  II,  D 


50  E  L  é  M  E  N  s 

pour  X  des  valeurs  telles  qu^elles  faiïerit 
évanouir  les  fignes  radicaux  ou  l'irration- 
nalité.  Or  le  plus  grand  art  de  l'analyfe 
indéterminée ,  confille  précifément  à  ren- 
dre radonnelles  ces  formules  fourdes  ou 
incommenfurables  ;  nous  en  fournirons  les 
moyens  dans  les  Chapitres  fuivans. 


CHAPITRE     IV. 

De  la  manière  de  rendre  rationnelles  les  quan-^ 
tités  fourdes  de  la  forme  ya-l-bx'-j-cxx, 

38. 

i.L  eft  donc  queftion  préfentement  de 
déterminer  les  valeurs  qu'on  peut  adopter 
pour  X ,  afin  que  la  formule  a-^-bx-Ycxx 
devienne  effeftivement  un  quarre ,  &  par 
conféquent  qu'on  puifTe  en  affigner  une 
racine  rationnelle.  Or  les  lettres  a  ^  b  ^  c 
iignifient  des  nombres  donnés;  c'efl:  de  la 
nature  de  ces  nombres  que  dépend  prin- 
cipalement la  détermination  de  l'inconnue 
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x^  &  nous  remarquerons  d'avance  que 
dans  bien  des  cas  la  iblution  devient  im- 
poffible.  Mais  lors  même  qu'elle  eft  pof- 
iible,  il  faut  du  moins  Te  contenter  au 
commencement  de  pouvoir  affigner  pour 
la  lettre  x  des  valeurs  rationnelles ,  fans 
exiger  précifém.ent  que  ces  valeurs  foient 
même  des  nombres  entiers  ;  cette  condi- 
tion entraîne  àQS  recherches  tout- à- fait 
particulières. 

39- 

Nous  fuppofons  ici ,  comrne  on  voit  > 
que  la  formule  ne  s'étend  qu'aux  fécondes 
puiffances  de  x  ;  les  degrés  plus  élevés 
exigent  des  méthodes  différentes  ,  dont 
nous  parlerons  plus  bas. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  fi  la  fé- 
conde puiiTance  même  ne  s'y  trouvoit  pas , 
&  que  c  fut  ^::^o  ,  la  queftion  n'auroit  au- 
cune difficulté  ;  car  fi  y  a-Y^>^  étoit  la 
formule  propofée ,  &  qu'il  fallût  détermi- 
ner X  ,  de  manière  que  a-i-l?x  fut  un  quarre, 
on  n'auroit  qivd  hirQ  a-\-ifx:=yy ,  d'où  Von 

D  ij 
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obtiendroit  aufîi-tôt  xz=:.^^^^;  or  quelque 
nombre  que  l'on  fubftituât  ici  au  lieu  àey  y 
il  en  réfulteroit  toujours  pour  x  une  valeur 
telle  que  a-\-bx  feroit  un  quarre  ,  &  par 

conféquent  y  a-^bx  une  quantité  ration- 
nelle. 

40. 

Nous  commencerons  donc  par  la  for- 
mule y  I  -\-xx ,  c'efh-à-dire  que  nous  cher- 
cherons pour  X  des  valeurs  telles ,  qu'en 
ajoutant  à  leurs  quarrés  l'unité ,  les  femmes 
foient  pareillement  des  quarrés  ;  &  comme 
il  efl:  clair  que  ces  valeurs  de  x  ne  pourront 
être  des  nombres  entiers ,  il  faudra  fe  con- 
tenter de  trouver  les  nombres  fractionnaires 
qui  les  expriment, 

41. 

Sien  vouloit,  à  caufe  que  i-^-xx  doit 
être  un  quarre  ,  fuppofer  i  -^xxz=:yy ,  on 
auroit  xxz^yy — i  ,  &  x=z\/yy — i;  ainfi 
il  faudroit,  afin  de  trouver  x,  chercher 
pour ^ des  nombres  tels  que  leurs  quarrés, 
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diminués  de  l'unité ,  donnaient  aufli  des 
quarrés  j  &  par  conféquent  on  retomberoit 
dans  une  question  aufîi  difficile  que  la  pre- 
mière ,  6c  on  n'auroit  pas  fait  un  pas  en 
avant. 

Il  eft  cependant  certain  qu'il  y  a  réel- 
lement des  fra6lions  qui,  étant  fubilituées 
à  la  place  de  at,  font  que  i~\-xx  devient 
un  quarre  ;  on  peut  s'en  convaincre  par  les 
cas  fuivans  : 

I.)  Si  xzzzz^,  on  a  i'^xx=^;  par  con- 
féquent y  i-\-xx=^^-, 
IL)  i-\-xx  devient  pareillement  un  quarre, 

Ü  x  =  ^,  on  trouve  y  i-\-xx::=:j, 
III.)  Si  on  fait  x=^-^y  on  obtient  i-\-xx 
^^iSî  ^^^^  ^^  racine  quarrée  efl^. 

Mais  il  s'agit  de  faire  voir  comment  oti 
doit  trouver  ces  valeurs  de  x ,  &  même 
tous  les  nombres  poiîibles  de  cette  efpece. 

42. 

Il  y  a  deux  méthodes  pour  cela.  La  pre- 
mière demande  qu'on  fafle  \/  i-\'xx=:^x 

D  iij 
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-\-py  on  a  dans  cette  fuppoiition  i-J-atjic 
z=zxx-\-ipx-^pp ,  où  le  quarre  xx  Te  dé- 
truit ;  de  forte  qu'on  peut  exprimer  x  fans 
fîgne  radical.  Car  effaçant  de  part  &  d'au- 
tre XX  dans  l'équation  fufdite ,  on  trouve 
xpx-Ypp=i  ?  d'où  Ton  tire  ;j: 3=^^^,  quan- 
tité dans  laquelle  on  peut  fubftituer  à  /?  un 
nombre  quelconque  ,  &  même  des  frac- 
tions. 

Qu'on  fuppofe  donc/?  =  ^,  on  aura  x 


mm 
nn 


:= ~  y  &  ß  on  multiplie  les  deux  ter- 
ri 
ines  de  cette  fra6îion  par  nn,  on  trouve 


«T  —  mm 

«A'  ■     —  ■  i 


43- 

Ainfî ,  pour  que  i-\~xx  devienne  un 
quarre  ,  on  peut  prendre  pour  m  8cn  tous 
les  nombres  entiers  pofîibles  ,  &  trouver 
de  cette  manière  pouf  x  une  infinité  de 
valeurs. 

Si  l'on  fait  aufîl  en  général  at^^"""'"'"  , 

+                 ,   n  —zmmnn-\-rn 
a;jc=  I  "4 * 
*'■           j^mmnn 
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n  -\-  immnn-^m 


fraai 


ion 


ou   iA-xx=^ 

qui  eft  effeélivement  un  quarre  ,   &  qui 

1  /         I  nn  +  mm 

donne  \/i-4-a:a::= . 

Nous  indiquerons  d'après  cette  folurion. 
quelques-unes  des  moindres  valeurs  de  x. 


Si  n.z:zzl 


3  3i4|4  5 
I   2|ii3!i 


on  a  AT  : 


■  il  'J_iiL  Z.  il  ii'A.'A 

■4    3   ji2  j  8   ,24  .  5    ,20  ,15  40 


Un  voit  qu  on  a  en  gênerai  i  H-  ^7 -r^ 

^  ^  (imn) 

{nn-X-mm)'  ,. 

=  ^    ;  ' — TT-^— j  &  11  on  multiplie  cette 

équation  par  {im?iy  ^  on  trouve  (2.72/2)' 
4~(«« — mmy  =::^(^nn->rmmY  '^  ainii  nous 
connoiflbns  d'une  manière  générale  deux 
quarrés ,  dont  la  fomme  donne  un  nouveau 
quarre.  Cette  remarque  conduit  à  la  réfo- 
lution  de  la  queftion  fui  vante  : 

Trouver  deux  nombres  quarrés ,  dont 
la  fomme  foit  pareillement  un  nombre 
quarre,  D  iv 
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On  veut  que  pp-^-qq^nrr ;  on  n'a  donc 
qu'à  faire  p=^zmn  &  q=^nn — mm ,  &  on 
aura  r-:=:^nn-^mm. 

De  plus  ,  comme  {nn-\-mnif  —  {imny 
=  (nn — mmy  y  on  peut  aufîi  réfoudre  la 
qiiertion  qui  fuit  : 

Trouver  deux  quarrés  ,  dont  la  diffé- 
rence foit  de  même  un  nombre  quarre. 

Car  ù.  on  veut  que  pp  —  qq^^rr^  on  n'a 
qu'à  fuppofer  p=nn~\-mm.  &  qz=imny 
&  on  aura  rz=nn  —  mm.  On  pourroît  aufîi 
faire  p^zzznn-^-mm  &  q:=.nn — mm ,  &  on 
auroit  rz=:zzmn, 

45- 

Nous  avons  parlé  de  deux  manières  de 
donner  à  la  formule  \-\-xx  la  forme  d'un 
quarre;  voici  donc  l'autre  méthode: 

Qu'on  fuppofe  y/i-f-^r-r^i-f-^,  on 
aura  i-\-xx^=\'\-''-^-\~"  i  fi  l'on  fouf- 
trait  de  part  &  d'autre  i  ,  on  2i  xx:=::''-^ 
J^"^  ;  cette  équation  fe  divife  par  x  ,  & 

ri  iw     I     mmx 

par  coniequent  on  a  xz:^- — | — -~  ^ou nnx 
mmx ^  dou  ion  tire  Ar^:^;^^^. 
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Ayant  trouvé  cette  valeur  de  a:  ,   on  a 


Ammnn 


\Jr-'XX:=:.  I  -| i , r- 

'  '   n  — ^inmnn-Y' 

n"^ -[-immnn-l-m^  -ni  ' 

c=:  .__1 — ^,  ce  qui  eit  le  quarre 

n  — immnn-f-m 

de"^:^^.  Or  comme  il  réfulte  de-là  l'é-* 


nn  —  mm 


,       (imiiY  (nn-\~mmy 

quation  1  +  7-^ rr  =  > ' ^r  , 

^  '   (nn — mm)  {nn  —  mm) 

nous  aurons,  ainfi  que  ci  deffus,  {nn—mmf 

^{xmny  :=^{nn-\-mmy  ,  c'eft-à-dire  les 

deux  mêmes  quarrés  dont  la^  fomme  ell 

pareillement  un  quarre. 

46. 

Le  cas  que  nous  venons  de  développer 
d'une  manière  détaillée ,  nous  fournit  deux 
méthodes  pour  transformer  en  un  quarre 
la  formule  générale  a-\-bx-^cxx,  La  pre- 
mière de  ces  méthodes  s'applique  à  tous 
les  cas  où  c  eft  un  quarre  ;  la  féconde  fe 
rapporte  à  ceux  oii  a  efl:  un  quarre  ;  nous 
nous  arrêterons  à  Tune  &  à  l'autre  fuppo- 
fition. 
L)  Suppofons  d'abord  que  c  foit  un  quarre. 
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OU  que  la  formule  propofée  foit  a-^-bx 
-^ffxx j  puifqu'elle  doit  être  un  quarre, 
nous  ferons  \/a'-^bx-\-ffitx=:2fx-^'^,8c 
nous  aurons  a-^-bx-^ffxx^ffxx-^^-^ 

+— ,  où  les  termes  affeftés  de  xx  fe  dé- 
an  " 

truifent,  de  forte  que  a-j-^xrz^^^-}-^; 
fî  nous  multiplions  par  /z/z,  nous  avons  nna. 
>^nnbx-=^im?ifx-^mm }  nous  en  con- 
cluons Ar=— ^^.  &  en  fubftituant  à  x 

cette  valeur,  nous  trouvons  \  a-\-bx-YfjXX 

mmf—nnaf    1     m mnb—mmf—nnaf 

'  nnb—mnf      i     n  ~~^      nnb—xmnf 

47- 

Comme  nous  avons  trouvé  pour  x  une 
fra8:ion ,  nous  ferons  x=z:^- ,  en  forte  que 
pzz^mm — nna^  &  q-^z^nnb — imnf;  ainfi  la 
formule  a  -]-  ^  J^-^fl  eft  un  quarre  ;  &  com- 
me elle  eft  pareillement  un  quarre,  (i  on 
la  multiplie  par  le  quarre  ^^,  il  s'enfuit 
que  la  formule  ^qq-^bp'j-\~ffpp  ^^  ^^ffi  un 
quarre  ,  fi  on  fuppofe  pz=.mm  —  nna  Su  q 
■^=.nnb — xmnf.  Il  eft  clair  qu'il  réfulte  de~là 
une  infinité  de  folutions  en  nombres  entiers. 
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parce  que  les  valeurs  des  lettres  m  Se  n 
font  arbitraires. 

48. 

IL)  Le  fécond  cas  que  nous  avons  à  con- 
fîdérer ,  efl  celui  où  a  eft  un  quarre.  Soit 
donc  propofée  la  formule  j5^-[-/^a:-|-cxx, 
dont  il  s'agifle  de  faire  un  quarre.  Nous 
fuppoferons  pour  cet  effet  yß'+hx-^-cxx 
=f-\- ^ ,  &  nous  aurons  ff-\- i>x -\- cxx 

=//+¥  + ™  ,  ou,  îesv^ïe  détruifant, 
on  peut  divifer  les  termes  reflans  par  x , 
de  forte  qu'on  obtient  b-\-cxzi^'^-\-'^ , 
ou  nnb-^niicx^^zmnf^mmx  j  ou  micx 
— mmxz=.%mnf—nnh  ^o\x  enfin  jri^:^^^^-^. 
Si  nous  fubftituons  maintenant  cette  va- 
leur à  la  place  de  a:  ,  nous  avons 

»   JJ  J  nnc—mm  nnc—mm       7 

&  en  faifant  x-=.-  ^  nous  pourrons ,  de  la 
même  manière  que  ci-defTus ,  transformer 
en  quarre  la  formule  ff']q-\-^pq-\'Cpp , 
fa  voir  en  faifant  p:=:zmnf — nnb  ^  &  q 
^z^nnc — mm» 
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49- 

On  doit  diftinguer  principalement  ici  le 
cas  où  a:^izo ,  c'efl-à-dire  où  il  s'agit  de 
faire  un  quarre  de  la  formule  bx-i-cxx  j 
car  on  n'a  qu'à  fuppofer  \/bx-\-cxx:=i'^  , 
on  aura  l'équation  ^:c-J-ca:;ci=^^  qui, 
divifée  par  x  &  multipliée  par  nn  ,  donne 
hnn-\- cnnx=^mmx ,  &  par  conféquent  x 

nnb 


Qu'on  cherche  ,  par  exemple  ,  tous  les 
nombres  trigonaux  qui  font  en  même  temps 
des  quarrés ,  il  faudra  que  '-^  y  &  par  con- 
féquent aufîi  rxx-\~ix ^  foit  un  quarre. 
Suppofons  que  ^^  foit  ce  quarre ,  nous 
aurons  in7ix-^inn=^mmx  ^  &  xz=i  ^"^  ; 
on  peut  fubllituer  dans  cette  valeur ,  au 
lieu  de  m  &  de  /2 ,  tous  les  nombres  pof- 
fibles ,  mais  on  trouvera  pour  x  ordinai- 
rement une  fraftion  ,  quelquefois  cepen- 
dant on  parviendra  auffi  à  des  nombres 
entiers  ;  par  exemple  ,  fi  rii:=\  &  /z=2 , 
on  trouve  ,v=8 ,  dont  le  nombre  triangu- 
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laire ,  qui  eil  36 ,  eft  en  même  temps  un 
quarre. 

On  peut  aufli  faire  772=7  ^  n=^^  ; 
dans  ce  cas  ;ti= — 50,  dont  le  triangle 
1225  eft  en  même  temps  celui  de  -^49  & 
le  quarre  de  3  5 .  On  auroit  trouvé  le  même 
réfultat  en  faifant  n:=^j  &  m^:=ziOy  car 
dans  ce  cas  on  a  pareillement  ^1=49. 

De  même,  fi  /zziin^iy  &  72=12,  on 
trouve  x^^z^'è  ,  le  nombre  trigonal  en  efl: 
-if^^-_!?_^:=^i44.289,  ce  qui  efl  un 
quarre  dont  la  racine  efl  =1 2. 1 7:^:204. 

50. 

Nous  rembarquerons  à  l'égard  de  ce  der- 
nier cas ,  que  la  formule  l^x-\-cxx  a  pu  être 
transformée  en  un  quarre  par  la  raifon 
qu'elle  avoit  un  fafteur ,  favoir  x  ;  cette 
obfervation  nous  conduit  à  de  nouveaux 
cas ,  dans  lefquels  la  formule  a-\-bx-\-cxx 
peut  pareillement  devenir  un  quarre ,  lors 
mêm.e  que  ni  ^  ni  c  ne  font  des  quarrés. 

Ces  cas  font  ceux  où  a-^bx~^cxx  peut 
fe  décompofer  en  deux  fa6leurs  ,  &  cela 
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arrive  lorfque  bb — ^ac  eil  un  quarre.  Pour 
le  prouver  ,  nous  remarquerons  que  les  fac- 
teurs dépendent  toujours  des  racines  d'une 
équation,  &  qu'ainii  il  faut  fuppofer  a-\-bx 

-j-CXA-=:::0  j   Ccla  pofé  ,   On   a  CXX:::::^ bx 

—  a,  &  xxzzz. ~  —  -,  d'où  l'on  tire  x 

7  ce' 

b      I        /  bb  a  h      ■    y  bh-jitac  • 

= +  V ,  ou.r^= + ^— 

&  il  eft  clair  que  fi  bb — ^ac  eft  un  quarre  , 
cette  quantité  devient  rationnelle. 

Soit  donc  bb  —  ^ac=z:ddy  les  racines 

feront  — ^,  c'eft-à- dire  que  xz= ^; 

&  par  conféquent  les  divifeurs  de  la  for- 
mule a-^bx-\-cxx  font  ■^'+^&H~^> 
&  fi  on  multiplie  ces  fa61eurs  l'un  par  l'au- 
tre ,  on  retrouve  la  même  formule  ,  à  cela 
près  qu'elle  eft  divifée  par  c  ;  car  le  produit 
eft  xx^'^+'^^  —  '^,;  &  puifque  i^c=.^^ 

+bx       \      hb  bb       \     4ac  

J_^^iy  ce  qui  étant  multiplié  par  c, 
donne  cxx-\-bx-\-a.  On  n'a  donc  qu'à 
multiplier  l'un  des  faveurs  par  c ,  &  on  aura 
la  formule  en  queilion  exprimée  par  le 
produit 
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Sl  on  voit  que  cette  folution  ne  peut  man- 
quer d'avoir  lieu  toutes  les  fois  que  I?ù-\-4ac 
eft  un  quarre. 

51. 

De-Ià  réfulte  le  troifîeme  cas ,  dans  le- 
quel la  formule  a-\-bx-\-cxx  peut  fe  trans- 
former en  un  qiiarré ,  &  que  nous  allons 
joindre  aux  deux  autres. 

III.)  Ce  cas,  ainfi  que  nous  l'avons 
infinué ,  a  lieu  lorfque  notre  formule  peut 
fe  repréfenter  par  un  produit  ,    tel  que 

ï/~l~,§'■^)•(^^"^■^)•  Pour  faire  de  cette  quan- 
tité un  quarre  ,   fuppofons  fa  racine ,  ou 

v/(/+:?-v).(A+A^)=^^'  ;  nous  ^.n- 

&  en  divifant  cette  équation  par  f-\-gx , 
;ön  a  ^  +  A:;f— ^^^±Iil->  c'efl-à-dire  hn?i 
'^knnx'=.fmm-\-gmmx  ^  &  par  conféquent 

fmm  —  hr.n 
knn  —  gmm 
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Pour  éclaircir  ce  réfultat ,  foit  propofée 
la  queilion  fuivante  : 

Premiere  queflion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres X  ^  tels  que  fi  du  double  de  leur  quarre 
on  retranche  2  ,  le  refte  foit  un  quarre. 

Puifque  c'eft  ^xx  —  2  qui  doit  être  un 
quarre ,  il  faut  faire  attenrion  que  cette  for- 
mule s'exprime,  par  les  fa^leurs  fuivans , 
iéX-\~\.x — I.  Si  donc  on  en  fuppofe  la 
racine  :::^ uiiiîii) ^  on  a   2(x-|-i)  {^x  —  i) 

mm(xx-\-\f       j.   T  10 

= ^ ' — —\   divilant  par  ;»f4-i  oc 

n  n 

multipliant  par  nn  ^  on  aura  xnnx  —  %nn 
=. mmx -\~ mm  ,  <x  de-la  x=^ — ■• 

Si  l'on  fait  /72=i  &  ^2:1=1  ,  on  trouve 
;t=3,  &  ixx — 2  =  16  =4''. 

Que  fi  ;;z=3  &  nz=.i  ,  on  a  x= — 17  ; 
or  comme  x  ne  fe  rencontre  qu'élevé  au 
fécond  degré,  il  eft  indifférent  qu'on  prenne 
x=:. — 17  ou  Ar  =  -|-i7j  l'une  &  l'autre 
fuppofition  dorme  également  ixx — 2=5  76 
=^24% 

53- 
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Seconde  queßion.  Soit  propofée  la  ïov* 
mu\Q  6-\-iT,x-\-6xx  ^  pour  être  transfor- 
mée en  un  quarre ,  nous  avons  ici  az=.6^ 
h^=\  3  &  c=ö ,  où  ni  a  ni  c  n'eft  un  quarre» 
Qu'on  voie  donc  fi  bb  —  ^ac  devient  ua 
quarre,  on  trouve  25  ;  ainfi  on  eft  sûr  que 
la  formule  peut  être  repréfentée  par  deux 
fafteurs  ;  ces  fatleurs  font  {i-\-'i,x)  (3  +  2;^). 
Que^^^^^foit  leur  racine,  on  aura  (2+3 a:) 

(3-|-2a:)^=:=  —      '  ,  ce  qui  fe  change 

en  '^nn-Yinnxz=.imm-^'i^mmx ^  d'où  l'on 

tire  ;c= —  =7— — -.    Or  ahn  qu  ici 

le  numérateur  devienne  pofitif ,  il  faut  que 
3/2/2  foit  plus  grand  que  imm ,  &  par  con-» 
lequent  imm  plus  petit  que  3/2/2;  c'ell-à- 
dire  qu'il  faut  que  ^  foit  plus  petit  que|-* 
Quant  au  dénominateur ,  s'il  doit  devenir 
pofitif,  on  voit  que  3/72/72  doit  furpaiTer  2/2/2, 
&  par  conféquent'^  doit  être  plus  grand 
que|.  Si  donc  on  veut  trouver  pour  x 
des  nombres  pofitifs ,  il  faut  prendre  pour 
Tome  IL  E 
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m^  Il  des  nombres  tels  qiie  ^  Toit  moin- 
dre que  J  &  cependant  plus  grand  que-. 

Soit,  par  exemple,  ;72=.ö  &  /z^r:^  ,  on 
aura^=:^,  ce  qui  eft  moindre  que  \  & 
évidemment  plus  grand  que  -  j  c'eft  pour- 
quoi on  trouve  jc;=-[-^. 
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IV.)  Ce  troifieme  cas  donne  lieu  d'en 
confidérer  encore  un  quatrième  ,  qui  efl 
celui  où  la  formule  a~\-bx-^cxx  fe  décom- 
pofe  en  deux  parties  ,  telle  que  la  première 
foit  un  quarre  ,  &  que  la  féconde  foit  le 
produit  de  deux  facteurs  ;  c'eft-à-dire  que 
dans  ce  cas  la  formule  doit  être  repréfentée 
par  une  quantité  de  la  forme  pp-\-qr,  où 
les  lettres  p  ^  q  ^  r  indiquent  des  quantités 
de  la  forme  f-\-gx.  Il  eft  clair  que  la  regle 
pour  ce  cas  fera  de  faire  y pp-\-qrz=zp 

ma  ,  ,     zmpq     ,    mmqq 

H--^  y  car  on  aura  pp^qrz=:pp-\.  ~^^^-±\ 
ou  les  pp  s'en  vont ,  après  quoi  l'on  peut 
divifer  par  q ,  de  forte  qu'on  obtient  r=^^ 
<-|-— ^,  ou  nnrz=:zmnp-\-mmq  ,  équation 
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par  laquelle  x  fe  détermine  facilement. 
Voilà  donc  le  quatrième  cas  dans  lequel 
notre  formule  peut  fe  transformer  en  un 
quarre  j  l'application  en  eil  aifée  ,  &  nous 
allons  l'éclaircir  par  quelques  exemples. 

55- 

Trolßeme  queßion.  On  cherche  des  nom- 
bres X ,  tels  que  leurs  quarrés  ,  pris  deux 
fois ,  foient  de  i  plus  grands  que  d'autres 
quarrés,  ou  bien  que  fi  on  retranche  l'unité 
d'un  de  ces  doubles  quarrés ,  il  refle  un 
quarre;  ainfî  que  le  cas  a  lieu  pour  le  nom- 
bre 5  ,  dont  le  quarre  25 ,  pris  deux  fois, 
donne  le  nombre  5  o ,  qui  eft  de  i  plus  grand 
que  le  quarre  49. 

Il  faut,  d'après  cet  énoncé,  que  ixx — i 
foit  un  quarre  j  &  comme  nous  avons , 
fuivant  notre  formule,  a=: — i  ,  ^=0  & 
c=zi ,  on  voit  que  ni  a  ni  c  n'efl:  un  quarre  , 
&  que  de  plus  la  quantité  propofée  ne 
peut  être  décompofée  en  deux  faveurs, 
puifque  bb — ^ac=.%  n'eft  pas  non  plus  un 
quarre  -,  de  forte  qu'aucun  des  trois  premiers 
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ca-s  n'a  lieu.  Mais ,  fiiivant  le  quatrième  ^ 
cette  formule  peut  être  repréfentée  par 
xx-\- (xx  —  i)^=zxx-\-(x  —  I ) ( X -j-1  ).  Si 
donc  on  en  fuppofe  la  racine  zii;  x  + -^^^^^ , 
on  aura  xx -]-(x+i)  (at — i)^jf.v  +  — *— 


mm(x-^i)' 


^ î^ — IL .    cette    équation  ,    après 

avoir  effacé  les  xx  &  divifé  les  autres  ter- 
mes par  x-\-i  ,  donne  nnx  —  nnz=zimnx 
4- mm.  d'cii  l'on  tire  x^z  —  ""^^""  -  ,•  &  puiA 
que  dans  notre  formule  ixx  —  i ,  le  quarté 
XX  fe  trouve  feul ,  il  eft  indifférent  qu'on 
trouve  pour  x  des  valeurs  pofitives  ou  né- 
gatives. On  peut  d'abord  même  écrire  — m 
âu  heu  de  +/72 ,  ahn  d  avoir  x=z—  -. 

Si  on  fait  ici  m=zi  &  /z=;i  ,  on  trouve 
x=i  &  ixx — i  =  f  j  que  fi  on  fait /;2:=i 
&  72  =  2  ,  on  trouve  x^=^J&  ixx^i=:--i 
enfin  ,  ü  on  fuppofoit  mz=zi  &  ;z=— 2  , 
on  trouveroit  x=. —  5 ,  ou  Jc=-[-  5  ,  & 
XXX  —  i=:^Q. 
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56. 

Quatrième  queßion.  Trouver  des  nom- 
bres dont  les  quarrés  doublés  &  augmentes 
de  2  ,  foient  pareillement  des  quarresrUh 
tel  nombre ,  par  exemple ,  eli  7  ,  le  double 
de  Ton  quarre  eft  98  ,  &  fi  on  y  ajoute  2 , 
on  a  le  quarre  100. 

Il  faut  donc  que  ixx-\-i  foit  un  quarre, 
&  comme  a=2  ,  ^=0  &  c^=i  ;  de  forre 
que  ni  a  ni  c ,  ni  61^ — 4ac  ou  — 16,  ne  font 
des  quarrés,  il  faudra  recourir  à  la  qua- 
trième regle.  "■  -  - 

Suppofons  la  pfetrrîére  partie  =4;"  ïa 
féconde  fera  ixx — i::=^i(x-^i)(x  —  i), 
ce  qui  donne  à  la  quantité  propofée  la 
forme  4-|-2(;c-[-i)  (x  —  i.)  '^ci.  ^ 

Que  2-|-^^^^en  foit  la  racine,  nous 
aurons  l'équation  4-]-2(x-|-i)(;c-^i)=t:'4 

H —  H ^ »  o^  te?:^,fe  r.e- 

tranchent ,  de  façon  qu'après  avoir  divifé 
les  autres  termes  par  x-\-i  ^  on  a  innx 

inn=:4mn-^mmx-^mm  ^  &  par  con- 

féquent  x=:i^p^^\ 

A  zna—tnm 

E  iij 
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Si  on  fait  dans  cette  valeur  m-=.\  & 
;2=:i  ,  on  trouve  x=.j  ^  &  2XAr-j-2^=:ioo. 
Mais  fî  mz^=o  &  ;2  =  i  ,  on  a  x=^i  ik  ixx 

57- 

Il  arrive  fouvent  auffi  que  ,  lorfqu 'au- 
cune des  trois  premières  règles  n'a  lieu , 
on  ne  peut  'trouver  comment  la  formule 
peut  fe  décompofer  en  deux  parties  telles 
que  la  quatrième  regle  les  demande. 

Par  exemple  y  s'il  eft  queftion  de  la  for- 
mule 7-\-i^x-\-'i'^xx  y  la  décompofition 
dont  nous  parlons  eft  à  la  vérité  poflible, 
mais  la  façon  de  la  faire  ne  fe  préfente  pas 
d'abord  à  Tefprit  ;  elle  exige  qu'on  fuppofe 
la  première  partie  =(i  —  ;f  )*  ou  i  — ix 
li^^fx ,  de  façon  que  l'autre  eft  =6-|-i7x 
^\2xx  ;  &  on  reconnoît  que  cette  partie 
a  des  faéleurs  ,  parce  que  17*  —  4.6.1z 
étant  ^==1  ,  ell  un  quarre.  En  effet  les  deux 
fafteurs  font  (i-\-^x)  (^'-\-4x)  f  de  forte 
que  la  formule  devient  (i — xy  -\-(i-i-^x) 
(}-\-4x) ,  &  qu'on  peut  maintenant  la  ré- 
foudre  par  la  quatrième  regle. 
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Mais ,  ainfî  que  nous  l'avons  iniinué ,  on 
ne  doit  pas  prétendre  que  cette  décompo- 
fîtion  fe  trouve  fur  le  champ  ;  c'eft  pour- 
quoi nous  indiquerons  encore  une  voie  gé- 
nérale ,  pour  reconnoître  préalablement  fî 
la  réfolution  d'une  telle  formule  eft  pofîi- 
ble  ou  non  ;  car  il  y  en  a  une  infinité  qui 
ne  peuvent  fe  réfoudre  du  tout  :  telle  eft  , 
par  exemple,  la  formule  ^xx-\-2  ,  qui  ne 
peut  en  aucun  cas  devenir  un  quarre.  D'un 
autre  côté  il  fufEt  de  connoître  un  feul  cas 
où  une  formule  eu  poffible  ,  pour  en  trou- 
ver enfuite  facilement  toutes  les  folutions; 
c'efi:  fur  quoi  nous  allons  entrer  dans  quel- 
que détail. 

58. 

On  remarquera ,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire  ,  que  tout  l'avantage  qu'on 
peut  fe  promettre  dans  ces  occafions ,  c'eft 
de  déterminer  ou  de  deviner,  pour  ainfi 
dire  ,  quelque  cas  dans  lequel  une  formule 
telle  que  a-\-hx-\-cxx  ^  fe  transforme  en 
un  quarre ,  &  la  voie  qui  fe  préfente  nar 

E  iv 
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turellement  pour  cela  ,  eft  de  iuppofer  fuc- 
ceflivement  pour  x  de  petits  nombres,  jus- 
qu'à ce  qu'on  rencontre  un  cas  qui  donne 
un  quarre. 

Or,  comme  x  peut  être  un  nombre  rom- 
pu 3  qu'on  commence  par  fubftituer  en  gé- 
néral à  X  une  fraftion  telle  que  ^  ,•  &  (i  la 
formule  ^ -|- ;/ -[- ^' qui  en  réililte  ,  efl  un 
quarre ,  elle  le  fera  pareillement  après  avoir 
été  multipliée  par  uu  i  de  forte  qu'il  ne 
refiera  qu'à  tacher  de  trouver  pour  /  & 
pour  u  des  valeurs  en  nombres  entiers, 
ïelles  que  la  formule  auu-^btu-^ctt  foit  un 
quarre.  Il  eft  évident  qu'après  cela  la  fup- 
poiition  de  x:^::^^  ne  peut  manquer  de  faire 
trouver  la  formule  a-^-bx-^-cxx  égale  à 
un  quarre. 

Si  enfin ,  quoi  qu'on  fafTe ,  on  ne  parvient 
à  aucun  cas  fatisfaifant ,  on  a  tout  lieu  de 
foupçonner  qu'il  efl  tout-à-fait  impofTible 
de  transformer  la  formule  en  un  quarre, 
ce  qui ,  comme  nous  l'avons  dit ,  arrive 
très-frcqueaimenr. 
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Préfentement  nous  ferons  voir  que  , 
lorfqu'au  contraire  on  a  déterminé  un  cas 
■fatisfaifant ,  il  efl:  facile  de  trouver  tous  les 
autres  cas  qui  donnent  pareillement  un 
quarre  ;  on  verra  en  même  temps  que  I^ 
nombre  de  ces  folutions  eft  toujours  infi- 
niment grand. 

Confidérons  d'abord  la  formule  i-^-jxx'y 
où  a=i,  h  =  o  &  c=y  ,  elle  devient 
évidemment  un  quarre ,  (i  l'on  fuppofe  x 
=  1  ;  qu'on  faile  donc  x=ri-|-y,  on  aura 
xx:=i  \-^y-{-yyj  &  notre  formule  devient 
^-\-^4y-\-7JJ ,  où  le  premier  terme  eft 
un  quarre  ;  ainfi  nous  fuppoferons ,  con- 
formément à  la  féconde  regle,  la  racine 
quarrée  de  la  nouvelle  formule  ='^-^'^ ^ 
&  nous  aurons  l'équation  9-\-i4y~\-7jy 

+   f>mY      1      mmy  \  tT 

-j^^  -j-  ~  ,  ou  nous  pouvons  enacer 

9  de  part  &  d'autre  ,  &  divifer  par  y  ;  cela 

fait,   nous   aurons    i^nn-^-'j ii"" y^=i6nin 

mmyi  doncjK=  ^ii^z^,  &  confequenv 


74  Elément 

6mn — "inn — m*         ,    ,. 
ment  x=i i où  Ion  peut 

jnn — mm  * 

adopter  pour  m  ôc  n  telles  valeurs  qu'on 
veut. 

Si  on  fait  m=i  &  /2=i ,  on  a  x= —  -  : 
ou  bien  aulîî ,  puifque  la  féconde  puiffance 

de  X  eft  feule,  x=^jj  donc  i-^-jxx 

îT. 

Si  /7z=3  &  /z^=i  ,  on  a  x= — i  ,  ou  x 

Mais  fi  m='^  &  n=:z — i  ,  on  a  ^^=17; 
ce  qui  donne  i-\-'jxx :=::::  10 1<)  ,  le  quarre 
de  25. 

Suppofons  auflî  m=8  &  ^2=35  nous 
aurons  de  même  x=: —  1 7  ou  x=i=:~\- 1 7. 

Mais  en  faifant  m^=S  &  /2i== — 3  ,  on 
trouve  ;ic:^::i27i  ;  de  forte  que  i-\-''jxx 
=  5i4o89=:7i7'. 

60. 

Examinons  à  préfent  la  formule  ^xx 
^J^yx-^-y  ,  qui  devient  un  quarre  par  la 
fuppofition  de  x=z — i.  Si  nous  faifons  par 
cette  raifon  x=y — i,  notre  formule  fe 
change  en  celle-ci: 
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+7_ 

507—  77+9» 
dont  nous  fuppoferons  la  racine  quarrée 

.—=3  —  '^;  moyennant  cela  nous  aurons 

'^'jnrvz:^ — 6/72/2-|-^'"J'y  <l'où  nous  tirons 
7«^-6^    &  enfin  x=^^^P^. 

kJ  ^nn  —  mm   '  ^nn—mm 

Soit  mz:=i  &  72=1  ,  on  a  xz=: — 6 ,  & 
par  conféquent  5 xx-^-'^  x-^jzzz.  1 69=  13'. 

Mais  fi  772= — 2  &  72=1  ,  on  trouve  x 
1=18,  &  5x;c-|-3^+7=iö8i=4i'» 

61. 

Confidérons  maintenant  cette  autre  for- 
mule yx^-j-i  5Jc-[-i3  ,  oii  nous  ne  pou- 
vons que  commencer  par  la  fuppofition  de 
X  =.*-',  ayant  fubftitué  &  multiplié  par  uu , 
nous  avons  la  formule  jtt-\-iyu-\-i'^uu  ^ 
qui  doit  être  un  quarre.  EfTayons  donc  de 
prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
valeurs  de  /  &  de.i/. 
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Soit  /=!   &  //=i,  la  formule  deviendra  =  3  c 

t=zi   &C   u=z  — 1,       —   —   —   —   —   =:    Il 
r=:  3    &    «=  I,      —    —    —    —    —    —    =111. 

Or  1  2 1  étant  un  quarre  ,  c'eft  figne  que 
la  valeur  de  x:='^  fatisfair  ;  fuppofons  donc 
jir==y-[-3  ,  &  nous  aurons ,  en  fubftituant 
dans  la  formule,  7yy-\-4^y-\-^}-\-^^y 
'-|-45-|-i3j  ou  7jKjy--|- 5 yy-j- 1 2 1 •  Soit  la 
racine  z=i  i-|-^  ,  nous  aurons  7yy-\-^7y 

mmy  ,•  donc y=:  — _-^^,  &  x 

mm—~r,n 

Soit,  par  exemple,  /tz^i:::}  &  /z^=:i  ,  on 
trouve  ATrzr — I ,  &  la  formule  devient  "jxx 


So\imz=.i  &  /2=i  _,  on  trouve  x= — 


6"» 


{\  m=3  &  72= — I  ,  on  a  ^z=ii^  ,   &  k 
formule  jxx-\-\  ^x-\-\  3=  Ii^^22 ::^ ^ifZ V 

62. 

Mais  fouvent  on  perd  fa  peine  à  cher- 
cher un  cas  où  la  formule- propofée  puifFe 
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devenir  un  quarre.  Nous  avons  déjà  dit 
que  TfXx-^i.  eft  une  de  ces  formules  intrai- 
tables ,  &  on  verra ,  en  lui  donnant  d'après 
la  regle  la  forme  yt-\-iuu ,  qu'en  effet, 
quelques  valeurs  que  l'on  donne  ä  t  &i:ä  u^ 
cette  quantité  ne  devient  jamais  un. nom- 
bre quarre.  Et  comme  les  formules  de  cette 
efpece  font  en  très  grand  nombre ,  il  vau- 
dra la  peine  d'indiquer  quelques  cara^leres 
auxquels  on  puiffe  reconnoître  leur  impof^ 
fibilité  ,  afin  qu'on  foit  fouvent  difpenfé 
par-là  d'un  tâtonnement  inutile  :  c'efl  à  quoi 
nous  deftinons  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE     V. 

Des  cas  où  la  formule   a-j-bx-j-cxx  m 
peut  jamais  devenir  un  quarre. 


c 


63. 


OMME  notre  formule  générale  efl  de 
trois  termes ,  nous  obferverons  d'abord 
qu'elle  peut  toujours  être  transformée  en 
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une  autre ,  dans  laquelle  le  terme  moyeti 
manque.  Cela  fe  fait  en  fuppofant  x:=^  ; 
cette  fubftitution  change  notre  formule  en 
celle-ci,  ^  I  *r±  i  >2zl^>:i«  oulîî=^^^: 
&  puifqu'elle  doit  être  un  quarre ,  qu'on 
la  fafle  =55^  on  aura  ^ac — bb-\-yy::^cny 
&  par  conféquent  yy=zc:^^-^bb — ^ac.  Lors 
donc  que  notre  formule  fera  un  quarre , 
cette  dernière  c:ç^'^bb — j^ac  le  fera  pareil- 
lement j  &  réciproquement ,  fi  celle  ci  eft 
un  quarre  ,  la  propofée  le  fera  de  même. 
Par  conféquent ,  fi  on  écrit  r  à  la  place  de 
bb — 4^c,  tout  reviendra  à  déterminer  ü 
une  quantité  de  la  forme  c:çi-\-t  peut  de- 
venir un  quarre  ou  non.  Et  comme  cette 
formule  ne  confifte  qu'en  deux  termes ,  il 
eft  certainement  beaucoup  plus  facile  par- là 
de  juger  fi  elle  efi:  poflible  ou  fi  elle  ne 
l'efl:  pas  ;  c'eft  au  refi:e  la  nature  des  nom- 
bres donnés  c  &  ^,  qui  doit  nous  guider 
dans  cette  recherche. 
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64. 

11  eft  clair  que  fi  /=o ,  la  formule  en 
ne  peut  devenir  un  quarre  que  dans  le  cas 
où  c  eft  un  quarre  ;  car  le  quotient  de  la 
divifion  d'un  quarre  par  un  autre  quarre 
étant  pareillement  un  quarre ,  la  quantité 
c:[:[  ne  peut  être  un  quarre,  à  moins  que  ^  , 
c'eft-à-dire  c ,  n'en  foit  un.  Ainfi  quand  c 
n'eft  pas  un  quarre  ,  la  formule  c^  ne  peut 
en  aucune  manière  devenir  un  quarre  5  & 
au  contraire  ,  fi  c  eft  par  foi -même  un 
quarre ,  c^  fera  de  même  un  quarre ,  quel- 
que nombre  que  l'on  adopte  pour  {. 

65. 

Si  nous  voulons  porter  un  jugement  fur 
d'autres  cas ,  il  nous  faudra  recourir  à  ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut  au  fujet  des 
difîerentes  efpeces  de  nombres  confidérés 
relativement  à  leur  divifion  par  d'autres 
nombres. 

Nous  avons  vu,  par  exemple,  que  le 
divifeur  3  donne  lieu  à  trois  efpeces  dif- 
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férentes  de  nombres  :  la  première  comprend 
les  nombres  qui  font  divifibles  par  3  ,  ôc 
qu'on  peut  exprimer  par  la  formule  3/2. 

La  féconde  efpece  comprend  les  nom- 
bres qui,  divifés  par  3 ,  laiflent  i  de  refle, 
&  qui  font  contenus  dans  la  formule  372-|-i, 

A  la  troifieme  efpece  appartiennent  les 
nombres  ,.011  le  réfidu  de  la  divifion  par 
3  ell:  2  ,  &  qui  fe  repréfentent  par  Fex- 
preflion  générale  3/2-I-2. 

Or ,  puifque  tous  les  nombres  font  con- 
tenus dans  ces  trois  formules,  coniîdérons- 
en  les  quarrés.  D'abord  ,  s'il  s'agir  d'un 
nombre  qui  foit  compris  dans  la  formule 
3/2,  nous  voyons  que  le  quarre  de  cette 
quantité  étant  9/2/2 ,  il  eft  divifible  non-ieu- 
lement  par  3  ,  mais  aufli  par  9. 

Que  fi  le  nombre  donné  ell  compris  dans 
la  formule  3/z-|-i  ,  on  a  le  quarre  9/2/2 
-|-6/2-[-i  f  qui,  divifé  par  3  ,  donne  3/2/1 
^2/2  avec  le  réfidu  i  ,  &  qui  par  confé- 
quent  appartient  de  même  à  la  féconde 
elpece  3/Î-I-1. 

Enfin ,   fi  le  nombre   en  queftion  efl 

compris 
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compris  dans  la  formule  ^^-{-^ ,  on  a  à 
coniïdérer  le  quarre  ^nn^i  in-^4  ;  ü  on 
le  divife  par  3  ,  on  trouve  '^nn-\-4n~^i 
&  I  de  refle  -,  de  forte  que  ce  quarre  ap- 
partient, ainfi  que  le  précédent,  à  l'efpece 
3/2+1. 

Il  efl:  clair  par- là  que  les  nombres  quarrés 
en  général  ne  font  que  de  deux  efpeces 
relativement  au  divifeur  3  ;  car ,  ou  ils  font 
divifibles  par  3  ,  &  dans  ce  cas  ils  font  né- 
ceffairement  aufîi  divilibles  par  9  ;  ou  bien 
ils  ne  font  point  divifibles  par  3  ,  &  dans 
ce  cas  il  y  aura  toujours  1  de  réiidu  &  ja- 
mais 2.  Par  cette  raifon  aucun  nombre  con- 
tenu dans  la  formule  -^n-^-i ,  ne  peut  être 
un  quarre, 

66. 

Il  nous  eft  facile ,  au  moyen  de  ce  que 
nous  venons  de  dire ,  de  faire  voir  que  la 
formule  3xx-|-  2  ne  peut  jamais  devenir  un 
quarre ,  quelque  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire qu'on  veuille  fubftituer  à  x.  Car 
fî  AT  eft  un  nombre  entier ,  &  qu'on  divife 
Tome  II,  F 
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la  formule  'i,xx-\-i  par  3  ,  il  refle  2  ;  donc 
elle  ne  peut  être  un  quarre.   Enfuite  fi  x 
ell  une  fraftion  ,  nous  l'exprimerons  par 
'- ,  &  nous  fuppoferons  qu'elle  eft  déjà  ré- 
duite à  fes  moindres  termes,  &  que  t  ^  u 
n*ont  d'autre  commun  divifeur  que  i.  Afin 
donc  que  ^'  -|-  2  fût  un  quarre ,  il  faudroit , 
en  multipliant  par  uu  ^  que  yt-\-iuu  fût 
de  même  un  quarre  ;  or  c'eft  ce  qui  ne  fe 
peut  :   car  remarquons  que  le  nombre  u 
eil:  divifible  par  3  ,  ou  qu'il  ne  l'eft  pas  j 
s'il  l'efi- ,  r  ne  le  fera  pas ,  parce  que  t^u 
n'ont  pas  de  commun  divifeur  j  c'eft  pour- 
quoi ,  fi  on  fait  u=^y^y  comme  la  formule 
devient  =zyt-\-i%ff,  on  voit  bien  qu'on 
ne  peut  la  divifer  par  3  qu'une  fois  &  pas 
davantage ,  comme  il  faudroit  pouvoir  le 
faire  fi  elle  étoit  un  quarre  -,  en  effet ,  en 
divifant  d'abord  par  3  ,  on  a  tt-\-6ff.  Or 
fi  d'un  côté  6ff  eft  divifible  par  3  ,  de 
Tautre  tt  étant  divifé  par  3  ,  laifTe  i  de 
refte.  Suppofons  à  préfent  que  u  ne  foit  pas 
divifible  par  3  ,   &  voyons  ce  qui  refte. 
Puifque  le  premier  terme  eft  divifible  par  3., 
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il  s'agira  uniquement  de  favoir  quel  réfidu 
donne  le  fécond  terme  luu.  Or  uu  étant 
divilé  par  3  ,  donne  le  reile  i  ,  c'efl-à-dire 
que  c'eli  un  nombre  de  Tefpece  3/2~[-i  ; 
ainli  luu  eft  un  nombre  de  l'efpece  6n-\-Xj 
&  en  le  divifant  par  3  il  laifîe  2  de  refle  5 
par  conféquent  notre  formule  yt-\-iuu  ^ 
il  on  la  divife  par  3  ,  donne  le  reßdu  2 , 
&  n'eft  certainement  pas  un  nombre  quarre« 

67. 

On  peut  démontrer  de  la  même  ma- 
nière ,  que  pareillement  la  formule  yt-\-^uu 
ne  peut  jamais  être  un  quarre,  ni  même 
aucune  des  formules  fuivantes:  "^a-^Suu^ 
^tt-\-iiuu,  ^tt-\-i4ua,  où  les  nombres 
5  ,  8  ,  II,  14  &c.  divifés  par  3  ,  donnent 
2  pour  réfidu.  Car  fi  l'on  fuppofe  que  u 
foit  divifible  par  3  ,  &  que  par  conféquent 
/  ne  le  foit  pas,  &  qu'on  faiTe  u=-^f^  on 
parviendra  toujours  à  des  formules  divi- 
iibles  par  3  ,  mais  non  pas  divifibles  par  9. 
Et  fi  7ù  n'efi:  pas  divifible  par  3  ,  &  par  con- 
féquent que  uu  foit  un  nombre  de  l'efpece 

F  ij 
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3/2-j-i  ,  on  auroit  le  premier  terme,  3//,' 
di vifible  par  3 ,  tandis  que  les  féconds ,  ^uuy 
Suu  ,  I  luuèic.  auroientles  formes  1 5^+5, 
247z-|-8  ,  33/z-|-ii  &c.  &  laifTeroient 
conftamment  2  de  refle  ,  quand  on  les  di- 
viferoit  par  3. 

68. 

Il  eft  évident  que  cette  remarque  s'étend 
même  jufqu'à  la  formule  générale  3/f 
-)-(3;z-|-2).z/« ,  laquelle  en  effet  ne  peut 
jamais  devenir  un  quarre  ,  &  pas  même  en 
prenant  pour  n  des  nombres  négatifs.  Si 
on  vouloit ,  par  exemple  ,  faire  nz^ — i  , 
je  dis  qu'il  efl:  impoffible  que  la  formule 
-^u — uu  puiffe  devenir  un  quarre  j  la  chofe 
eu  claire  ,  fiueû  divifible  par  3  ;  &  (î  cela 
n'eft  pas  ,  comme  dans  ce  cas  uu  eft  un 
nombre  de  l'efpece  }n-\~i  ,  notre  formule 
devient  3// — 3/z — i  ,  ce  qui,  étant  divifé 
par  3  ,  donne  le  ré(idu  —  i  ou  -}-2  ,  en 
augmentant  de  3.  En  général  que  n  foit 
=z—m,  on  aura  la  formule  '^ti—{}m^2)uuy 
qui  ne  peut  jamais  devenir  un  quarre. 
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69. 

Voilà  jufqu'où  nous  conduit  la  confîdé. 
ration  du  divileur  3  ;  fi  nous  regardons 
maintenant  aufîi  4  comme  un  divifeur 
nous  voyons  qu'un  nombre  quelconque  eft 
toujours  compris  dans  une  des  quatre  for- 
mules fuivantes  : 
I.)47z,  II.)4/2~|-i  }  \l\.)4n-\-i ,  lV.)4/z-[-3.. 

Le  quarre  de  la  première  efpece  de  ces 
nombres  eft  \6nn  ,  &  il  eil  par  conféquent 
divifible  par  16. 

Celui  de  la  féconde  efpece  4/2 -}-i  efl: 
i6nn-^%n-\-i  5  ainfî  en  le  divifant  par  8  , 
il  donne  i  de  refte  ;  de  forte  qu'il  appar- 
tient à  la  formule  8/2-j-i. 

Le  quarre  de  la  troifîeme  efpece ,  j^n~\-iy 
eft  i6nn-\-\6n-\-'4'y  fi  on  divife  par  16  y 
il  refte  4  ;  donc  ce  quarre  eft  compris  dans 
la  formule  1 6n-\-4,  Enfin  le  quarre  de  la 
quatrième  efpece  4/2-]-3  ,  étant  i6nn-\-ij^n 
'-J-9  ,  on  voit  qu'en  divifant  par  8  il  refle  i , 


F  iij 
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70. 

Nous  apprenons  par-là ,  en  premier  lieu , 
que  tous  les  nombres  quarrés  pairs  font 
ou  de  la  forme  i6/z,  ou  de  celîe-ci  i6n 
-]-4  ;  &  conféquemment  que  toutes  les  au- 
tres formules  paires,  favoir  i6n-\-i^  i6n 
-}-6,  i(3;z-|-8  ,  i6/?-[-io,  i6/2-}-i2,  16/2 
-^14  ,  ne  peuvent  jamais  devenir  des  nom- 
bres quarrés. 

Enfuite ,  que  tous  les  quarrés  impairs  font 
contenus  dans  la  feule  formule  8/z-}-i  ; 
c'efli-à-dire  que  û  on  les  divife  par  8  ^  ils 
laifieiit  I  de  réfidu.  Et  il  fuit  de-là  que  tous 
les  autres  nombres  impairs ,  qui  auront  la 
forme  ou  de  8/2 -[-3  ,  ou  de  8;2-j-5  ,  ou 
de  8/2  -j-7,  ne  pourront  jamais  être  des 
quarrés. 

71- 

Ces  principes  fourniïïent  une  nouvelle 
preuve  que  la  formule  -^tt-^iuu  ne  peut 
être  un  quarre.  Car ,  ou  les  deux  nombres 
td>Lu  font  impairs ,  ou  l'un  eu  pair  &  l'autre 


D^  A    L    G    E    B    R    E,  Sj 

eft  impair.  Ils  ne  peuvent  être  pairs  l'un 
&  l'autre ,  parce  que  fi  cela  étoit ,  ils  au- 
roient  au  moins  le  commun  divifeur  2.  Dans 
le  premier  cas  donc  ,  où  tant  tt  que  uu 
font  compris  dans  la  formule  8;z-j-i  ,  le 
premier  terme  T^tt  étant  divifé  par  8  ,  laif- 
feroit  le  réfidu  3  ,  &  l'autre  terme  ,  zuu^ 
laifTeroit  2  j  ainfi  le  réfidu  total  feroit  5  ; 
ainfi  la  formule  en  queftion  ne  peut  être 
un  quarre.  Mais  fi  le  fécond  cas  a  lieu , 
&  que  t  foit  pair  &  u  impair ,  le  premier 
terme  3/r  fera  diviiible  par  4,  &  le  fécond 
terme  %uu ,  fi  on  le  divife  par  4 ,  laifîera 
2  de  refte  j  ainfi  les  deux  termes  enfemble, 
divifés  par  4  ,  laiflent  2  de  refi:e ,  &  ne 
peuvent  par  conféquent  former  un  quarre. 
Enfin ,  fi  on  vouloit  fuppofer  u  un  nombre 
pair  ^=-if^  &  t  impair,  de  forte  que  tt 
=:8/z-|~i  ,  notre  formule  fe  changeroit  en 
celle-ci,  i4n-\-^-\-'Hff,  qui,  divifée  par  8, 
laifl!e  3  ,  &  ne  peut  donc  être  un  quarre. 

Cette  démonflration  s'étend  aufli  à  la 
formule  ^tt-\-(ßn-\-i)uu ,  pareillement  à 
celle-ci,  {Sm-\-''^)U"\-iuu ^  &  même  aufli 

F  iv 
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à  celle-ci,  {^m-\-'i,)tt-\-(ß7i-^i)uu  ,  ou  l'on 
peut  fublHtuer  à  m  ^Lkn  tous  les  nombres 
entiers  tant  pofitifs  que  négatifs. 

72. 

Mais  allons  plus  loin  &  confidérons  le 
divifeur  5 ,  à  l'égard  duquel  tous  les  nom- 
bres fe  rangent  en  cinq  clafles: 

Nous  remarquerons  d'abord  que  fi  un 
nombre  eft  de  la  première  efpece  ,  fon 
quarre  aura  la  forme  2  5  nn ,  &  fera  par  con- 
féquent  divifibie  non-feulement  par  5 ,  mais 
auffi  par  25. 

Tout  nombre  de  la  féconde  clafTe  aura 
un  quarre  de  la  forme  i'jnn-\-ion-\-i  ; 
&  comme  la  divifion  par  5  donne  le  ré- 
fidu  I  ,  ce  quarre  fera  compris  dans  la  for- 
mule  yi-\-i. 

Les  nombres  de  la  troifieme  efpece  au- 
ront le  quarre  2'^nn~^ion-\-4 ,.  qui ,  divifé 
par  5  ,  donne  4  de  reite. 

Le  quarre  d'un  nombre  de  la  quatrième 
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cfpece  efl  i<^nn-^'^on-\-^',  (î  on  le  divife 
par  5  ,  il  refte  4. 

Enfin  le  quarre  d\m  nombre  de  la  cin- 
quième claOe  eft  i'^nn-\-^on-\-\6  -,  qu'on 
divife  ce  quarre  par  5 ,  il  reftera  i. 

Lors  donc  qu'un  nombre  quarre  ne  peut 
être  divife  par  5 ,  le  réiidu  de  la  divifion 
fera  toujours  i  ou  4 ,  &  jamais  2  ou  3  ;  &: 
il  s'enfuit  qu'aucun  quarre  ne  peut  être  con- 
tenu dans  les  formules  5  «4"^  ^  5'^4"3* 

73- 

Nous  partirons  de-là  pour  prouver  que 
ni  la  formule  '^tt-\-zuu^  ni  celle-ci,  f^tt 
^yuu  ,  ne  peuvent  être  des  quarrés.  Car, 
ou  bien  u  eft  divifible  par  5  ,  ou  il  ne  l'eft 
pas  ;  dans  le  premier  cas  ces  formules  fe- 
ront divifibles  par  5 ,  mais  elles  ne  le  feront 
pas  par  25  ;  donc  elles  ne  pourront  être 
des  quarrés.  Si ,  au  contraire  ,  u  n'efi:  pas 
divifible  par  5 ,  uu  fera  ou  572-|-i  ,  ou  yi 
'-]-4  ;  &  dans  le  premier  de  ces  cas  la  pre- 
mière formule  fe  change  en  celle-ci,  5/^ 
•-[-10/24-2 ,  qui,  divifée  par  5 ,  lailTe  z  de 
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refte,  &  la  féconde  formule  devient  ^tt 
-{-i5;2-|-3  ,  ce  qui  étant  divifé  par  5, 
donne  3  de  refte ,  de  forte  que  ni  l'une  ni 
l'autre  ne  peuvent  être  un  quarre  ;  quant 
au  cas  de  z/w=5/z-|-4,  la  première  for- 
mule devient  '^tt-^ion-^-^  ,  ce  qui,  divifé 
par  5  ,  laifie  3  ;  &  l'autre  devient  5/^+1 5« 
•-|-i  2 ,  ce  qui ,  divifé  par  5  ,  laifîe  2  5  ainfî 
dans  ce  cas  les  deux  formules  ne  peuvent 
pas  non  plus  être  des  quarrés. 

On  obfervera  par  un  raifonnement  fem- 
blable  que  ni  la  formule  'i,tt-]-{i^n-\-i)uu , 
ni  cette  autre,  '^tt-\-{^n-\-T,)uu^  ne  peu- 
vent devenir  des  quarrés  ,  puifqu'on  par- 
vient aux  mêmes  réiidus  que  nous  venons 
de  trouver.  On  pourroit  même  écrire  dans 
le  premier  terme  5  mtt  au  lieu  de  5  r/ ,  pourvu 
que  m  ne  foit  pas  divifible  par  5, 

74- 

De  ce  que  tous  les  quarrés  pairs  font 
compris  dans  la  formule  4/2 ,  &  tous  les 
quarrés  impairs  dans  la  formule  ^n-\-i  ,  & 
que  par  conféquent  ni  ^n-^-i ,  ni  4/2-1-3  > 
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ne  peuvent  devenir  des  quarrés ,  il  s'enfuit 
que  la  formule  générale  {4m-\-^)tt-^{/^n 
J^Tf)uu  ne  peut  jamais  être  un  quarre.  Car 
fuppofons  que  t  foit  pair ,  tt  pourra  être 
divifé  par  4 ,  &  l'autre  terme  étant  divifé 
par  4 ,  donnera  3  de  refte  ;  &  fi  nous  fup- 
pofons les  deux  nombres  t  ik  u  impairs , 
les  relies  de  //  &  de  ini  feront  i  ,  &  par 
conféquent  le  réfidu  de  la  formule  entière 
fera  1;  or  il  n'efl:  aucun  nombre  quarre  qui^ 
divifé  par  4,  laifTe  2  de  refte. 

Nous  remarquerons  auffi  que  tant  m  que 
n  peuvent  même  être  pris  négativement , 
ou  ci:=o,  &  qu'il  s'enfuit  que  les  formules 
^tt-^-^iiu  &  -^tt  —  uu  ne  peuvent  pas  non 
plus  fe  transformer  en  des  quarrés. 

75- 

De  mêm3  que  nous  avons  trouvé  pour 
un  petit  n  .mbre  de  divifeurs ,  que  quelques 
efpeces  de  nombres  ne  peuvent  jamais  de- 
venir des  quarrés ,  on  pourroit  déterminer 
de  pareilles  efpeces  de  nombres  pour  tous 
les  autres  divifeurs. 
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Qu'il  s'agifTe  du  divifeur  7  ,  on  aura  à 
diftinguer  fept  différentes  efpeces  de  nom- 
bres ,    dont  nous  examinerons   aufli   les 
quarrés. 
Efpeces  des 
Nombres, 


Leurs  Quarrés  font  de 
l'efpece , 


III.  y/z-f-i  I  49> 

IV.  7/2-f-3  i  49^ 


V.  7^+4 

VI.  7/2+5 

VIL  7/z-i-6 


7/2 

7«-|~4 
7/2+2 
7/2+2 
7/2+4 
7/2+1. 


49/2/2 

49/2/2+14/2+  I 
1/2/2+28/Z+  4 
1/2/2+42/2+  9 

49/2/2+56/2+16 

49/2/2+70/2+2  5 

49/2/2+84/2+36 

Puis  donc  que  les  quarrés  qui  ne  font 
pas  divilibles  par  7  ,  font  tous  contenus 
dans  les  trois  formules  7/2+1 ,  7/2+2,-7/2 
+  4,  il  eft  clair  que  les  trois  autres  for- 
mules, 7^2+3  ,  7'2+5  &  7/2+6,  ne  s'ac- 
cordent pas  avec  la  nature  des  nombres 
quarrés. 

76. 

Pour  entrer  encore  mieux  dans  le  fens 
de  cette  conclufion  ^  on  remarquera  que 
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la  dernière  efpece  ,  'jn-^6  ,  peut  aufîl  s'ex- 
primer par  7/2 — I  j  que  pareillement  la 
formule  jn-\-^  eil  la  même  que  7/2 — 2, 
&  jn^4,  la  même  que  7/z — 3.  Car, 
cela  pofé,  il  eu  évident  que  les  quarrésdes 
deux  efpeces,  7^-\-^  ^  7^  —  1 5  fi  on  les 
divife  par  7  ,  donneront  le  même  réiidu  i; 
&  que  les  quarrés  des  deux  efpeces  ,  7^4"^ 
&  jn — ly  doivent  fe  refîembler  de  la 
même  manière. 

77. 

En  général  donc  ,  quel  que  foit  le  di- 
vifeur ,  que  nous  indiquerons  par  la  lettre 
d  ^  les  différentes  efpeces  de  nombres  qui 
en  réfultent ,  font 
dn  ; 

dn-\-i  ,  dn'-\-i,  dn-^-'^  ,  &C, 
dn  —  I,  dn — 2,  dn — 3,  &C. 
OÙ  les  quarrés  de  dn-^i  &  dn — i  ont  cela 
de  commun,  qu'étant  divifés  par  d,  ils 
laiffent  le  refte  i  ,  de  forte  qu'ils  appar- 
tiennent à  la  même  formule  dn-^-i  ;  de 
même  les  quarrés  des  deux  efpeces  dn-^i 
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dz  dn  —  2,  appartiennent  à  la  même  for- 
mule Jn-\-j^,  De  façon  qu'on  peut  conclure 
en  général  que  les  quarrés  des  deux  ef- 
peces  ,  dn-\-a  &  dn — a ,  étant  divifés  par 
d^  donnent  un  même  réfidu  aa  ^  ou  celui 
qui  refle ,  en  divifant  aa  par  d, 

78.    - 

Ces  remarques  fuffifent  pour  indiquer  une 
infinité  de  formules ,  telles  que  att-^buu,  qui 
ne  peuvent  en  aucune  manière  devenir  àcs 
quarrés.  C'eil  ainfi  que  le  divifeur  7  donne 
facilement  à  connoître  qu'aucune  de  ces 
trois  formules,  7//+  t^uu^  jfrj^<juu,  '/tt-\-6i/u , 
ne  peut  devenir  un  quarre  ;  parce  que  la 
divi(ion  de  u  par  7  ne  donne  pour  réfidu 
que  I ,  ou  2  ou  4  ;  &  que  dans  la  première 
de  ces  formules  il  relie  ou  3 ,  ou  6  ou  5  , 
dans  la  féconde ,  5  ,  3  &  6 ,  8<'  dans  la 
troifieme ,  6  ,  ou  5  ou  3  ,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  dans  des  quarrés.  Lors  donc  qu'on 
rencontre  de  pareilles  tormules ,  on  eil:  sûr 
qu'on  feroit  des  efforts  inutiles  en  cherchant 
à  deviner  quelque  cas  où  elles  de  viendroient 
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des  quarrés ,  &  c'eft  pourquoi  les  confîdé- 
rations  dans  lefquelles  nous  venons  d'entrer, 
ne  laiffent  pas  d'être  importantes. 

Si ,  au  contraire ,  une  formule  propofée 
n'efî:  pas  de  cette  nature ,  nous  avons  vu 
dans  le  Chapitre  précédent  qu'il  fuffit  de 
trouver  un  feul  cas  où  elle  devient  un 
quarre  ,  pour  être  en  état  de  déduire  de 
ce  cas  une  infinité  d'autres  cas  pareils. 

La  formule  propofée  étoit  proprement 
axx-\'b^  &  comme  on  trouve  ordinaire- 
ment pour  X  des  fra61ions ,  nous  avions  fup- 
pofé  Ar=^,  en  forte  qu'il  s'agiffoit  de  tranf- 
former  en  un  quarre  la  formule  att-\-buu. 

Mais  il  ne  laifTe  pas  d'y  avoir  fouvent 
une  infinité  de  cas  où  x  peut  même  être 
affigné  en  nombres  entiers ,  &l  ceû  de  la 
détermination  de  ces  cas  que  nous  nous 
occuperons  dans  le  Chapitre  fuivànt. 
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CHAPITRE     VI. 

Des  Cas  en  nombres  entiers  ,  ou  la  formule 
axx-J-b  devient  un  quarre, 

79- 

i.1  ous  avons  déjà  fait  voir  plus  haut 
comment  on  doit  transformer  des  formu- 
les telles  que  a-\-bx-\-cxx ,  fi  on  veut  en 
retrancher  le  fécond  terme  ;  ainfi  nous 
n'étendrons  qu'à  la  formule  axx-^h  les  re- 
cherches préfentes ,  où  il  s'agira  de  trouver 
pour  X  uniquement  des  nombres  entiers, 
qui  puiflent  transformer  cette  formulé  en 
un  quarre.  Or  il  faut,  avant  toutes  chofes, 
qu'une  telle  formule  foir  poiiible  ;  car  fi  elle 
ne  l'eft  pas ,  on  ne  trouvera  pas  même  pour 
X  des  Voleurs  fra6fionnaires  ,  bien  lom  de 
pouvoir  trouver  des  nombres  entiers. 

80. 

Qu'on  fuppofe  donc  axx-\-h==yy  ^  où 
Ä  &  Z»  font  des  nombres  entiers ,  &  où  x 
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&  y  doivent  être  de  même  des  nombres 
entiers. 

Or  il  efl  abfolument  néceflaire  ici  qu'on 
fache ,  ou  qu'on  ait  déjà  trouvé  un  cas  en 
nombres  entiers ,  fans  quoi  ce  feroit  une 
peine  perdue  de  chercher  d'autres  cas  fem, 
blables ,  puifqu'il  fe  pourroit  que  la  for- 
mule fût  impoiTible. 

Ainfi  nous  fuppoferons  que  cette  for- 
mule devienne  un  quarre  ,  (i  l'on  fait  x==f^ 
&  nous  indiquerons  ce  quarre  f>ar  gg ,  en 
forte  que  aff-^b=gg ,  oh  f  &c  g  font  des 
nombres  connus.  Tout  fe  réduit  donc  à 
déduire  de  ce  cas  d'autres  cas  femblables  ; 
&  cette  recherche  eft  d'autant  plus  impor- 
tante ,  qu'elle  eft  fujette  à  des  difficultés 
confidérables  que  nous  viendrons  cependant 
à  bout  de  furmonter  par  les  artifices  qu'on 
verra, 

8i. 

Puifqu'on  a  déjà  trouvé  aff-\-b^=igg ,  & 
que  d'ailleurs  il  faut  aufîi  que  axx-\-bz=^yy  , 
fouftrayons  la  première  équation  de  la  fe- 
Tome  II.  G 


'98  E    L    È    M   E    N    s 

conde ,  &  nous  en  aurons  une  nouvelle  , 
axx  —  affz=:yy — gg  ^  qui  peut  fe  repré- 
senter par  des  facteurs  de  la  manière  fui- 
vante,  a{x-\-f)  (x--f)  =  (j-^g)  {y~g) ^ 
&:  qui  en  multipliant  de  plus  les  deux  mem- 
bres par/?^,  devient  ap(j(x-^f)  (x — f) 
'=:=p^(y-^g)(j — g).  Si  nous  décompo- 
fons  maintenant  cette  équation  ,  en  faifant 

c=p(y — g),  nous  pourrons  tirer  de  ces 
deux  équations  des  valeurs  des  deux  lettres 
X  6k y.  La  première  ,  divifée  par  <j ,  donne 
y -i^ g=.^^^^-^^ ;  la  féconde,  divifée  par/?, 
donne  y — g=^^-^^',  fouftrayant  cette  der- 
nière égalité   de  l'autre ,   on  a   2^ 

_^r^PP^^^jt-ti^- ^  ou  ipcjg={app  —  qq)x 
^(.app+qq)f ;àonc  x^^ß^-^-^jM^ 


^sçq 


&   par-là   on    obtient  y  =g-{  ^_^^_^^ 
— (^pF±^jfy_ — i£^  £j.  comme  dans  cette  der- 

{app-qq\p  p 

niere  valeur  les  deux  premiers  termes, 
contenant  tous  deux  la  lettre  g ,  peuvent 
^rre  mis  fous  la  forme  ^^^^^''-\  &  que  les 
deux  autres  termes,  contenant  la  lettre/, 
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peuvent  s'exprimer  par  — iz—-^^  t:ous  les 
termes  feront  réduits  à  la  même  dénomi* 
nation ,  &  on  aura  y=  -^Jl,^  • 

82. 

Ce  procédé  femble  d'abord  ne  point  con- 
venir à  notre  but ,  puifque  devant  trouver 
pour  X  &  pour  y  des  nombres  entiers ,  nous 
fommes  parvenus  à  des  réfultats  fraftion- 
naires ,  &  qu'il  s'agiroit  de  traiter  cette 
nouvelle  queftion ,  quels  nombres  on  peut 
fubftituer  à  /?  &  à  ^  pour  que  les  fractions 
difparoifTent  ?  queflion  qui  paroît  plus  dif- 
ficile encore  que  notre  queflion  principale, 
^ais  on  peut  employer  ici  un  artifice  par- 
ticulier ,  qui  nous  fera  parvenir  facilement 
au  but  ;  nous  allons  l'expliquer  : 
-  Comme'  tout  doit  être  exprimé  en  nom- 
bres  entiers  ,    faifons  ^"-^  =3:/72 ,  &  -^i- 

'  apo—qq  ^  app-qq 

i==.n  ^  pour  avoir  x-==zng — mf  ^  èc  yzzzmg 
- — naf, 

■  Or  nous  ne  pouvons  pas  prendre  ici/^  8c 
71  à  volonté ,  puifque  ces  lettres  doivent  fe 
déterminer  de  façon  à  répondre  aux  déter« 

G  ij 


'^y......'^ 


100  E   L    é    M   E    N   s 

minations  précédentes  ;  aiiiiî  nous  confîdé- 

rerons  pour  cet  effet  leurs  quarrés ,  &  nous 

aap^-\-iappqq-\-q* 
verrons  que  mm=. — ^-^ — .^c^2_i   i^ 
*  aap  — ^^PP^'lx^ 

&  nn==. T — ^LL"^  — —     &  que  par 

aap   — zappqq-Y-q  ^      * 

conféquent  mm — ann 

aap""  ~\-  2.appqq-\-q^  — j^appqq 
'  aap* — ^^PP99~\'']* 

^aap'  —  ^appqq  +  q"^  ___^^ 

aap*"  —  ^^PPq']~\~q* 

83. 

On  voir  par -là  que  les  deux  nombres 
m  d>c  n  doivent  être  tels  que  mmzzzzann-^j, 
Ainfi ,  comme  a  eft  un  nombre  connu,  il 
faudra  commencer  par  fonger  aux  moyens 
de  déterminer  pour  n  un  nombre  entier , 
tel  que  ann-\-i  devienne  un  quarre  j  car 
après  cela  m  fera  la  racine  de  ce  quarre  9 
&  quand  on  aura  déterminé  pareillement 
le  nombre  /,  de  manière  que  ciff-\-b  de- 
vienne un  quarre  ,  favoir  ^^ ,  on  aura  pour 
X  &  pour  j' les  valeurs  fuiv  antes  en  nombres 
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entiers,  x=:zng — mf  ^  y=zmg — naf  ^  & 
enfin  par- là  axx-^b^^yy» 

84. 

Il  eft  évident  qu'ayant  une  fois  trouvé 
/7z  &  /2 ,  on  peut  écrire  à  leur  place  — m 
&  —  n  ^  parce  que  le  quarre  nn  ne  lailTe 
pas  de  rerter  le  même. 

Mais  nous  avons  fait  entendre  que  pour 
trouver  jc  &  j^  en  nombres  entiers ,  de  ma- 
nière que  axx-^bz=iyy  ^  il  falloir  d'abord 
connoître  un  cas,  tel  que  aff-\-b=gg ; 
lors  donc  qu'on  aura  trouvé  un  femblable 
cas ,  il  faudra  tâcher  encore  de  connoître , 
outre  le  nombre  a ,  des  valeurs  de  m  & 
de  «,  telles  que  ann^^x^mm ,  &  nous 
en  donnerons  la  méthode  dans  la  fuite. 
Quand  enfin  tout  cela  fera  fait ,  on  aura 
un  nouveau  cas,  fa  voir  x^::îig-^mf ,  &:  y 
z=mg--\-naf^  &  après  cela  axx~^6=yy. 

Mettant  enfuite  ce  nouveau  cas  à  la 
place  du  précédent ,  qu'on  avoit  regardé 
comme  connu;  c'eft-à-dire,  écrivant  ng 
^mfâ\x  lieu  de/",  &  mg-\-nafdU  lieu  de  g  y 

G  iij 
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on  aura  pour  x  &  j/  de  nouvelles  valeurs)' 
par  lefquelles,  fi  on  les  iubllitue  à  jc  &  à 
y  ,  on  en  trouve  enfuire  d'autres  nouvelles, 
&  ainfî  de  fuite  au/îi  loin  qu'on  voudra  ; 
de  forte  qu'au  moyen  d'un  feul  cas  qu'on 
connoiflbit  d'abord ,  on  en  détermine  après 
cela  une  infinité  d'autres. 

85. 

La  m.aniere  dont  nous  fommes  parvenus 
à  cette  folution  étoit  afi!ez  embarrafiee  ,  & 
paroifiToit  d'abord  nous  éloigner  de  notre 
but ,  puifqu'elle  nous  avoit  conduits  à  des 
fra61ions  compliquées  qu'un  hafard  favo- 
rable a  feul  pu  réduire  ;  il  fera  donc  à  pro- 
pos d'indiquer  une  voie  plus  courte ,  qui 
conduit  à  la  même  folution. 

86. 

Puifqu'il  faut  que  axx~\-b=zyy ,  &  que 
l'on  a  déjà  trouvé  aff-\-bzz:z:gg  ^  la  première 
équation  nous  donne  h-=:.yy — axx  ^  &  la 
féconde  donne  b~^gg — <^fj i  par  confé- 
quent  il  faut  aufli  que  yy — axx=:gg — aff^ 
&  tout  fe  réduit  maintenant  à  déterminer 
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les  inconnues  a:  &  y  par  le  moyen  des  quan- 
tités connues  y  &  g'  On  voit  que  pour  cet 
effet  on  pourroit  faire  {implement  x:=:f 
t)i  j=g;  mais  on  voit  aufli  que  cette  lup- 
pofîtion  ne  fourniroit  pas  un  nouveau  cas 
outre  celui  qu'on  connoifToit  d'avance, 

Ainfi  nous  fuppoferons  qu'on  ait  déjà 
trouvé  pour  n  un  nombre  tel  que  ann-\-i 
foit  un  quarre,  ou  bien  que  ann-^i:=:^mm ; 
cela  pofé ,  nous  avons  mm — ann  =  i  -,  & 
en  multipliant  par  cette  équation  la  der- 
nière que  nous  avions  ci-deffus  ,  nous  trou- 
vons auffi  que  y  y  —  axxz:={gg  —  ^jf) 
(jnm  —  ann)  =^gg  f^Tn  —  ^-ff^  ^  —  ag^  nn 
*^aaffnn.  Suppofons  à  préfent  yz^^gm 
^af?i^  nous  aurons  ggmm-^iafgmn 
^^aafjnn — axx^=zggmm  —  affmm  —  ao^gnn 
^aafjnn  ,  où  les  termes  ggmm  &  aajfnn  fe 
détruifent  j  de  forte  qu'il  refte  axxzz:zaffmm 
^'^gg^^-\^^^fg^n  ,  ou  xx=ffmm-\-gg/in. 
*^ijgm?i  i  or  cette  formule  efl  évidem- 
ment un  quarre,  &  donne  x=fm-\-gn ; 
ainfî  nous  avons  trouvé  pour  x  Se  y  les 
mêmes  formules  que  ci-delTus. 

G  iv 
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87. 

Il  fera  néceffaire  maintenant  de  rendre 
cette  folution  plus  claire ,  en  l'appliquant 
à  quelques  exemples. 

Premiere  queflion.  Trouver  pour  x  tou- 
tes les  valeurs  en  nombres  entiers  ,  telles 
que  zxx — i  devienne  un  quarre  ,  ou  qu'on 

ait  XXX  —  \:zzzyy. 

Nous  avons  ici  a  =  2  &  h=i — i  ,  &  il 
fe  prélëme  auffi-tôt  un  cas  fatisfaifant ,  qui 
efl:  celui  oii  x^::^i  &  j^=^i.  Ce  cas  connu 
nous  donne  /^i  &  ^^=^  5  ^^  i^  s'agit  de 
plus  de  déterminer  une  valeur  de  n  ,  telle 
que  znn-\-i  devienne  un  quarre  mm  ^  & 
on  voit  d'abord  aufli  que  ce  cas  a  lieu  quand 
72  =  2  5  &  par  conféquent  /72  =  3  ;  ainfi 
chaque  cas  connu  pour/&  g  nous  donnant 
ces  nouveaux  cas  x=z^f-]^ig  èc  y=}g 
^4/,  nous  tirons  de  la  première  folution  , 
f=i  &■  ^=1 ,  les  nouvelles  folutions  fui- 
vantes  : 


X=:f:=l 


ic, 

41 


1(^9 
239  &c. 
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88. 

Seconde  queflion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres triangulaires,  qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Soit  ^  la  racine  triangulaire ,  ce  fera  le 
triangle  ^^  qui  devra  être  en  même  temps 
un  quarre  ;  &  fi  nous  nommons  x  la  ra- 
cine de  ce  quarre ,  il  faudra  que  ^^  z=  jf  jr. 
Multiplions  par  8,  nous  aurons  4{{-[~4{ 
•=::z^xx  ;  &  ajoutons  encore  i  de  chaque 
côté,  pour  avoir  4:^:^-|-4:^-|-i=(2:^-|-i)* 
£=:8jcjc-[-i.  Ainfi  la  queflion  eft  de  faire 
en  forte  que  8xa:-|-i  devienne  un  quarre  ; 
car  fi  l'on  trouve  %xx-\-\^=.yy  ^  on  aura 
y■=i^:^-\-\  ,  &  conféquemment  la  racine 
triangulaire  cherchée,  :^=.^-^ . 

Or  nous  avons  j=:8  &  /^=i  ,  &  un 
cas  fatisfaifant  faute  aux  yeux ,  favoir/==:o 
&:^=i.  On  voit  de  plus  que  %nn'\-\ 
zzzmm  ^  en  faifant  /z=i  &  772=3  ;  donc 
•^=3/+^  &  j=3^+8/y  &  puifque 
^=^ ,  nous  aurons  les  folutions  fuivantes  : 


lO^ 


Elément 


I 

6 

35 

204 

3 

17 

99 

577 

I 

8 

49 

jl88 

II89 
33Ö3 

1681  ÔCC. 
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Troipeme  queßlon.  Trouver  tous  les  nom- 
bres pentagones ,  qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Que  la  racine  foit  {  ,  le  pentagone  fera 
=^^^  ,  que  nous  égalerons  au  quarre  xx  ^ 
ainfi  3^{ — ^r=::2xx,-  multipliant  par  12  & 
ajoutant  l'unité ,  nous  avons  36{{ — i  2{--[-i 
^=.i^xx-\-\=^{6i  —  \y -,  &  taifant  i^xx 
^i  z=:yy ,  il  faudra  que  yi:i:=6{ —  i  ,  & 

1 6    • 

Puifqu'ici  0=24  &  /^  =  i  ,  on  connoît 
le  cas  f^=o  &  ^^=1  ;  &  comme  il  faut 
que  i^nn-^i=zmm  ^  on  fera  nzzz:\  ,  ce 
qui  donne  m:^=zi^  ;  ainfi  on  aura  x^r^^/^"^ 
&  y:=5^-[-2  4/,-  &  non- feulement  ;[ 
=^,  mais  aufîi  {=:^,  parce  que  Ton 
peut  écrire jyz^i  — 6{  ;  de-là  réfultent  enfin 
les  folutions  fuivantes  : 
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X       f       0 

I 

10 

99 

980 

y—  g  — I 

5 

49 

485 

4801 

1.            6             3 

I 

IL 

3 

81 

240t 
3 

ou{— '/  — 0 

2 
"  3" 

-8 

24a 

8 

-  800  Src. 

90. 

Quatrième  queßion.  Trouver  tous  les 
quarrés  en  nombres  entiers ,  qui ,  pris  fept 
fois  &  augmentés  de  2  ,  redeviennent  des 
quarrés. 

On  demande  par  conféquent  que  jxx 
^ 2 ^=^yy ,oiifl  =  7  &  ^  =  25&le  cas 
connu  tombe  auiïï-tôt  fous  les  fens,  c'eft- 
à-dire  xv^m  ;  de  forte  que  a:=/=i  ,  & 
yzz:zg::=iT^.  Si  l'on  confîderc  enfuite  l'équa- 
tion jnn-\-\:=z.mm  ,  on  trouve  facilement 
auffi  que  72=3   &  m=:=8  ;  donc  x^=:Sf 

4"3^  ^  y^^^S~{^^^fi  ^  on  aura  les 
folutions  qui  fuivent: 

XZ=fz=l 


a=g=3 


17 
45 


271 
717  &c. 
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91. 

Cinquième  queßion.  Trouver  tous  les 
nombres  triangulaires ,  qui  font  en  même 
temps  pentagones. 

Que  la  racine  du  triangle  foit  =/>  & 
celle  du  pentagone  =^,  il  faudra  que^' 
z=.'^^^  ou  -^qq — qz=pp-\-p ;  qu'on  cher- 
che q ,  on  aura  d'abord  qqz=:^q-\-^-^  ^  Se 

de-Ià    q=^y/Ï^Pf,   ou 

^_L^wi:2^^  p^j.  conféquent  il  s'agit 
de  faire  en  forte  que  i  ipp-\-iip-\-i  de- 
vienne un  quarre ,  Si  même  en  nombres 
entiers.  Or  comme  il  y  a  ici  un  terme 
moyen  iip ,  on  commencera  par  faire  p 
=^,  au  moyen  de  quoi  on  aura  11  pp 
zzz-^xx — 6x-|-3  &  i2^=6:c  —  6,  par 
conféquent  i  ipp-\- 1  ^p-\- 1 = 3  xx —  1  -,  c'eft 
cette  dernière  quantité  préfentement  qu'il 
eil:  queftion  de  transformer  en  un  quarre. 

Si  donc  on  fait  '^xx — i=yj,  on  aura 
p=:^^  &  qz==:'-^',  ainfi  tout  dépend  de 
la  formule  }xx — i^^yy ,  &  on  a  ici  a=  3 
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&^i=: — 2;  de  plus  un  cas  connu  x^^f 
=ri  &  y=gz=  I  j  enfin  dans  l'équation 
mm::^'i,nn'^i  ,  on  a  ;z=i  &  /7z=2  ;  donc 
on  trouve  tant  pour  x  ^ y  que  pour/?  &  q 
les  valeurs  fuivantes: 

D'abord  ;\r— i/-]-^,  &7=2^+3/> 
enfuite  : 


^X—ß=l 

/?=o 
I 

ou  ^z=:0 


1 1 

19 

5 

\o 

T 

" 

-3 

71 

20 

12 

_11 
"3 


parce  qu'on  a  aufli  qz='-^. 
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Jufqu'à  préfent ,  quand  la  formule  pro- 
pofée  contenoit  un  fécond  terme  ,  nous 
étions  obligés  de  le  retrancher  j  mais  on 
ne  laifTe  pas  de  pouvoir  appliquer  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  fans 
faire  difparoître  ce  fécond  terme  ;  nous  al- 
lons encore  en  expliquer  la  manière. 

Soit  axx-^I?x-^c  la  formule  propofée 
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qui  doit  être  un  quarre ,  ou  =JVJK ,  &  qu'on 
connoifle  déjà  le  cas  aff-^bf-\-cz=gg. 

Si  on  fouflrait  cette  équation  de  la  pre- 
mière ,  on  aura  a{xx — ff)~\-l>{x — /) 
"^^yy — b^y  ^^  qu'on  peut  exprimer  par  des 
fafteurs  de  cette  façon:  {x — f^  {ax-\-af-\-h) 
^==^{y — S^(.y~\~g)'  Qu'on  multiplie  de 
part  &  d'autre  par/?^  ,  on  aura  pq\x — f) 
{axJ^af-^b)=pq{y—g)(j-\-g),  & 
on  décompofera  cette  équation  en  ces  deux, 

i-)/'(^-/)=?Cy-^),  ii-)?(<'^+''/-H) 

^=:p{y-\-g).  Multipliant  maintenant  la 
première  par  /?  &  la  féconde  par  (j ,  & 
foufl-rayant  le  premier  produit  du  fécond , 
on  obtient  {aqq — ■pp)'^-\-(^qq-\-pp)f-^^qq 
z=  ispq ,  ce  qui  donne  x=:^  -^^ ("if^pp)/ 


Mais  la  première  équation  eft  q(y — g) 

r  \  J   /  r    \aqq  —  pp  a^q  —  pp  aqq  —  pp  J  7 

ainfi  y— ;>=^^^^ ^^^ ^^  ,  & 

J  o  aqq—pp  aqq  —  pp  ^^^  ~  PP 

par  conféquent  y  =  p(-'^!^^^ ^^ 

t  T.  ^  Ö  V.  aqq  —  pp  y  aqq  —  pp 

aqq-pp- 

Il   s'agit  ici  de  chafTer  les  fra6lions  ; 
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faifons  pour  cet  effet,  comme  ci-devant. 


«??+/'/' rry        R7        ^P^ 


=zm.  &  -^^-=:zn,  8c  nous  aurons 

^f  ?  -pp  "^1  ~  pp 

7724-1  =  -^^,  Se -^^='^;  donc  x=ng 

— '"/— *-^,    &y  — /;2^— ^2^/— i/^/2, 

OÙ  les  lettres  m  &  n  doivent  être  telles, 
ainfî  qu'auparavant,  que  mm^=zann-^i, 

93- 

Les  formules  que  nous  venons  de  trou- 
ver pour  X  &  pour  j)^ ,  font  encore  mêlées 
avec  des  fractions ,  puifqu'il  y  en  a  dans 
les  termes  qui  renferment  la  lettre  6,  Ôc 
cela  fait  qu'elles  ne  répondent  pas  à  notre 
but.  Mais  il  faut  remarquer  que ,  ü  de  ces 
valeurs  on  pafie  aux  fuivantes ,  on  trouve 
conflamment  des  nombres  entiers  ,  qu'à  là 
vérité  on  eût  trouvés  beaucoup  plus  faci- 
lement par  le  moyen  des  nombres  p  ^  q 
que  nous  avions  introduits  dès  le  commen- 
cement. En  effet ,  qu'on  prenne  p  d>:  q , 
de  façon  que  pp=:aqq-^i  ,  on  aura  aqq 
■ — pp= — I  ,  &  les  fraélions  difparoîtront» 
Car  alors  x^z:^ — ^ëP9~\~f(.^q9~\~PP)  ~\~^qq  y 
de  y~>~-g{a^q-^pp)-\-Zafpq-]-i>pq  j  mais 
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comme  dans  le  cas  connu  ^ff-\'^f-\'(^='gg 9 
on  ne  rencontre  que  la  féconde  puifTance 
de^,  il  eft  indifférent  quel  figne  l'on  donne 
à  cette  lettre  -,  qu'on  écrive  donc  — g  au 
lieu  de  -\-gi  on  aura  les  formules  x=iigpq 

-j-io^^-j-^/?^ ,  &  on  fera  affuré  mainte- 
nant que  axx-\-hx-\-c=yy. 

Qu'on  cherche  ,  par  exemple ,  les  nom- 
bres hexagones ,  qui  font  auffi  des  quarrés. 

Il  faudra  que  ixx — x=yy ,  où  a:=i  , 
^= — I  &  czzro,  &  le  cas  connu  fera  évi- 
demment a:  =/=i  &z  y=gz=i. 

De  plus,  pour  que  pp=^iqq-\-i ,  il  faut 
que  q:=^i  &  P^^^l»  y  ^i^^^  ^'°"  «^^^^  x:=^llg 
+  17/— 4,  &J=^i7^+m/--ö,  d'où  ré- 
fultent  les  valeurs  qui  fuivent: 


35 


841 
1 189  &c. 


94. 

Arrêtons-nous  encore  à  notre  première 
formule  ,   où  le  fécond  terme  manquoit , 
&  examinons  les  cas  qui  fonf  de  la  for- 
mule 
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mule  axxA^b  un  quarre  en  nombres  en- 
tiers. 

Soit  donc  axx-\-b=^yy ,  &  il  s'agira  de 
remplir  deux  conditions: 

i"^.  Qu'on  connoiffe  un  cas  où  cette 
équation  ait  lieu  ,  &  nous  fuppoferons  ce 
cas  exprimé  par  l'équation  affA^b-=:gg. 

2°.  Qu'on  connoiffe  des  valeurs  de  m 
&:  de  /z ,  telles  que  mm^=^ann-^\  ,  ce  cjue 
nous  enfeignerons  à  trouver  dans  le  Cha- 
pitre fuivant. 

De -là  réfuke  un  nouveau  cas ,  fa  voir  x 
:=ng-^mf\  Sc  yz=:mg-\-anJ\  qui  conduit 
enfuire  à  d'autres  cas  pareils ,  que  nous  re- 
préfenterons  de  la  manière  fuivante  : 


x==f 


D 
S 


E 
T  &c. 


où  A=ng  +  mf\B  =nP  +  m  A  jC=«Q  +  mB  \D-nR  H-mC 

&  P=mg+anf\Q=mP+anA\R—mQ+anB^S  =mR+anC  Slc, 

&  ces  deux  fuites  de  nombres  fe  continuent 
très  -  aifément  aulîi  loin  qu'on  veut. 

95. 

On  remarquera  cependant  qu'il  n'efl  pas 
poffible  ici  de  continuer  la  fuite  fupérieure 
Tome  II,  H 
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pour  a:  ,  fans  avoir  rinférieure  fous  les  yeux; 
mais  il  eft  facile  de  lever  cet  inconvénient 
&  de  donner  une  regle,  non  -  feulement 
pour  trouver  la  fuite  fupérieure  fans  con- 
nokre  l'inférieure  ,  mais  aufîi  pour  déter- 
miner celle-ci  fans  le  fecours  de  l'autre. 

Il  faut  obferver  que  les  nombres  qu'on 
peut  fubftituer  k  x  (e  fuivent  dans  une  cer- 
taine progrefTion  ,  telle  que  chaque  terme, 
comme,  par  ex.  E  ,  peut  fe  déterminer  par 
les  deux  termes  précédens  C  d>i  D ,  fans  que 
l'on  foit  oblio-é  de  recourir  aux  termes  infé- 
rieurs  ^  &  5.  En  effet ,  puifque  E—nS-\mD 

-X-annC-^mmC,  &  que  nRzzz^D  —  mC ^ 
on  trouve  E=zzmD  —  mmC-^-annC ,  ou 
Ez^imD  —  {mm  —  ann)C  ,  ou  enfin  £ 
z=imD  —  C,  à  caufe  de  mm=::a?in-\--î 
&  de  mm  —  ann:=^i  ;  moyennant  quoi  on 
voit  clairement  comment  chaque  terme  fe 
détermine  par  les  deux  qui  le  précèdent. 

Il  en  eft  de  même  à  l'égard  de  la  fuite 
inférieure  ;  car  puifque  Tz=mS~\-anD  ,  & 
D::::^nR-\-mC  y  on  a  T:=^mS-\-annR 
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■'^amnC,  De  plus  S=:mR-\-anC ,  ain(i 
anC^=zS  —  mI(  -,  &  û  l'on  fubftitue  cette 
valeur  de  anC ,  il  vient  T:z:^2mS — i?  ,  ce 
qui  prouve  que  la  progreffion  inférieure 
fuit  la  même  loi  ou  la  même  regle  que  la 
fiipérieure. 

Qu'on  cherche ,  par  exemple ,  tous  les 
nombres  entiers  x  ,  tels  que  ixx —  i  =}^« 
-On  aura  d'abord  /==i  &  g=^i  \  enfuite 
Tnmz=.innA^\  ,  fi  n-^=^z  &  m=.'i^.  Donc, 
puifque  A^::^rLg-\-mjh=:^ ,  les  deux  premiers 
termes  feront  i  &  5  ,  &  on  trouvera  tous 
les  fuivans  par  la  formule  E=^6D—C; 
c'eft-à-dire  que  chaque  terme  pris  fix  fois 
&  diminué  du  terme  précédent ,  donne  le 
terme  fuivant.  Il  fuit  de-ia  que  les  nombres 
X  que  nous  cherchons ,  formeront  La  fuite 
que  voici: 

1,5,  29,  169,  985  ,  5741  ,  &G. 

On  peut  continuer  cette  progrefîion  auiîi 
loin  qu'on  veut  ;  &  Ci  l'on  vouloit  y  intro- 
duire auffi  des  termes  fraftionn aires  ,  on 
en  trouve roit  une  infinité  par  la  méthode 
que  nous  avons  donnée  plus  haut. 

H  ij 
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CHAPITRE     VIL 

D*une  Méthode  particulière ,  par  laquelle  la 
formule  ann-l-i  devient  un  quarre  en 
nombres  entiers. 


c 


96. 


E  que  nous  avons  enfeigné  dans  le 
Chapitre  précédent  ,  ne  peut  s'exécuter 
d'une  manière  complette ,  à  moiiis  qu'on 
ne  foit  en  état  d'afiîgner  pour  un  nombre 
quelconque  a  un  nombre  n ,  tel  que  ann 
-}-i  devienne  un  quarre  ^  ou  qu'on  ait  mm 
z=zann-^\. 

Si  on  vouloit  Te  contenter  de  nombres 
rompus ,  cette  équation  feroit  facile  à  ré- 
foudre, vu  qu'on  n'auroit  qu'à  faire  m^:^i 
-)-—  ;  car  dans  cette  fuppofition  on  dimm 
^iJ^lHJ^ny^ctnn-'^i  ,  où  fon  peut 
retrancher  i  de  part  &  d"aurre  ,"  &  divifer 
enfuite  les  autres  termes  par  /2 ,  tfe  forte 
que  muîtipliani  de  plus  par  qq ,  on  obtient 
^pq^nppzzzanqq^  &  cette  équation  donnant 
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^-— -    ^pi  .     fourniroit  une  infinité  de  va- 

aqq-pp^ 

leurs  de  n.  Mais  comme  n  doit  être  un 
nombre  entier,  cette  méthode  ne  nous  fer- 
viroit  de  rien ,  &  il  faudra  en  employer 
une  toute  autre  pour  arriver  à  notre  but, 

97- 

Nous  devons  commencer  par  remarquer 
que  (i  on  vouloit  que  ann-j-i-  fût  un  quarre 
en  nombres  entiers  pour  une  valeur  quel- 
conque de  ^ ,  on  exige roit  une  chofe  qui 
n'eft  pas  toujours  poiTible. 

Car  d'abord  il  faut  exclure  tous  les  cas 
où  a  feroit  un  nombre  négatif;  enfuite  il 
faut  exclure  aufli  ceux  oii  a  feroit  lui-même 
un  quarre  ;  parce  qu'alors  ann  feroit  un 
quarre ,  &  qu'aucun  quarre  augmenté  de 
l'unité  ,  ne  peut  redevenir  un  quarre  en 
nombres  entiers.  Nous  fommes  obligés  par 
conféquent  de  reftreindre  notre  formule  , 
de  manière  que  a  ne  foit  ni  négatif  ni  un 
quarre  ;  mais  au  refl:e  toutes  les  fois  que  a 
eft  un  nombre  pofitif  fans  être  un  quarre  , 
il  fera  polîible  de  trouver  pour  n  un  nombre 

H  iij 
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entier,  tel  que  ann-\-\  devienne  un  quarre. 
Quand  on  aura  trouvé  une  telle  valeur , 
il  fera  ai(e,  d'après  le  Chapitre  précédent, 
d'en  déduire  un  nombre  infini  de  fembla- 
bles  j  mais  il  fuffit  pour  notre  deflein  d'en 
connoître  une  feule ,  &  même  la  plus  pe- 
tite ,  &  c'eft  ce  qu'un  favant  Anglois,  nom- 
mé Pell ,  nous  a  appris  à  trouver  par  une 
méthode  ingénieufe  que  nous  allons  ex- 
pliquer. 

98. 

Cette  méthode  n'eft:  pas  de  nature  à 
pouvoir  être  employée  généralement  pour 
un  nombre  a  quelconque ,  elle  n'eft  appli- 
cable que  dans  chaque  cas  particulier. 

Ainfi  nous  commencerons  par  les  cas  les 
plus  faciles  ,  &  nous  chercherons  d'abord 
pour  n  un  nombre  tel  que  2/2/2-]- 1  foit  un 
quarre,  ou  que  \/inn-\-i  devienne  ra- 
tionnel. 

On  voit  auffi-tôt  que  cette  racine  quar- 
rée  devient  plus  grande  que  n ,  &  cepen- 
dant plus  petite  que  in.  Si  donc  nous  ex- 
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primons  cette  racine  par  n-\-p ,  il  efl:  sûr 
que  p  eft  moindre  que  72  y  &  nous  aurons 
y  2/2;z-[-i  =/:-|-/? ,  enfuite  inn-\~izz^nn 
•^inp-^-pp  ;  donc  nnz=:inp-^pp-^i  ,  & 
n=/7-|-  y  2/;/? —  I .  Tout  fe  réduit  par  con- 
féquent  à  ce  que  ipp — i  foit  un  quarre; 
or  ce  cas  a  lieu  ii  p=^i  ,  &  il  donne  n=^z 
&  yi/z/z-j-i  =3. 

Si  on  n'avoit  pas  auffi  -  tôt  pu  s'apperce- 
voir  de  ce  cas ,  on  feroit  allé  plus  loin  ;  & 

puifque  y  ipp — i  >/',  &  par  conlequent 
n^ip  y  il  auroit  fallu  fuppofer  nz==zip-\-q  ; 
on  auroit  donc  eu  ip-^q=p-^^ ipp — i, 
oup-\-q=i\  ipp — I  ,   &  en  quarrant ,  pp 

^^p<J-\-q'J=^^pp — I  ;  sii^ß  PP-^^^P9''{~'71 
+  1 ,  ce  qui  auroit  donné  p=:=q-\-\/  iqq-\-i  ; 
de  forte  qu'il  eût  fallu  que  i^^-j-i  fût  un 
quarre  j  &  comme  ce  cas  a  lieu  ,  fi  on  fait 
q=z:o  ,  on  auroit  eu p=::zi  &  72=2  ,  com- 
me auparavant.  Cet  exemple  fuffit  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode,  mais  cette 
idée  deviendra  encore  plus  nette  par  ce  qui 
fuivra. 

H  ir 
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99- 

Soit  à  préfent  ^1=3  ,  c'eft-à-dhe  qu'il 
s'agiiTe  de  transformer  en  un  quarre  la  for- 
mule T^nn-^-i.  On  fera  y  -^nn-^-i^^zn-^p  ^ 
ce  qui  donne  3 /a/z-j-i  =/2«-j-2/z^~[-/7p, 
&  inn=.inp-\-pp — i  ,  d'où  l'on  tire  n 
:=^p±}lJ£Pz1,  Maintenant,  puifque  y/^pp—i 
furpafTe  p  ,  &  que  par  conféquent  n  eft 
plus  grand  que  ^  ou  que  p ,  qu'on  fuppofe 
n=p-^^,  &  on  aura  ip-^icf:=p-\-\/ -^pp — 2 
ou  p-^iqz=z:\/ -^pp — 2;  enfuite,  en  quar- 

tant, /'/7-}~4/'?H~4^^=^3/'/^ — -^  >  ^^  ^^^^^ 
que  ipp:^^4p^-\-Aq(j-\'l ,  ou  pp^^lpq-\-iqq 

-J,-i  ,  &:  ^  =  ^-j-y  3^^-{-i.  Or  cette  for- 
mule ell  femblable  à  la  propofée  ,  ainfî  on 
peut  faire  q=o  ,  &  on  obtient /?:=:i  & 
n^=::i  ;  de  forte  que  y  ^nn-\-i:=::i, 

100. 

Soit  0=5 ,  afin  qu'on  ait  à  faire  un  quarre 
de  la  formule  ^n/i-^i  ,  dont  la  racine  efl: 

plus  grande  que  m  j  on  fuppofera  y  5  nn'\- 1 
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"s^zin-^p  ^  ou  '^nn-\-i:=^j^nn-\^j^Tip-^pp  j 
ainfî  on  aura  nn=z^np-\-pp — i  ,  &:  n:=zzip 

-j-  y  ^pp — I .  Or  \/')pp — 1  >  2./?  ?  il  s'en- 
fuit que  n^4pi  ceû  pourquoi  on  fera  n 

=4/7-|-^,  ce  qui  rend  ip-^qz=\/  i^pp — i , 
ou  4PP+4P^+q^—'jfF—ï  ,  &  pp=Apq 
+qq-\-i  ,  de  manière  que/?— 2^+ y  5^^+ 1; 
&  comme  q=^o  fatisfait  à  cette  équation  , 
on  aura  p=^i  &  /z  =  4  j  donc  y  5  nn-\-i 

lOI. 

Suppofons  à  préfent  a=6,  pour  avoir 
à  traiter  la  formule  6nn-\-i  ,  dont  la  ra- 
cine eft  pareillement  comprife  entre  m  Se 
yi.  Nous  ferons  donc  \/6nn-\-i-=.in-\-py 
&  nous  aurons  6nn-\-i=z4nn-\~4np-\-pp ^ 
ou  2nnzz=4np~^pp  —  i,    &    de-là    n=::^p 

J^\^z2.^  ou  ;2:=^^1^:S^;  ainfi  n> ip. 

Si,  en  conféquence  de  cela,  nous  fai- 
fons  n:=.zp~^q ^  nous  avons  4p--\-iq=:iip 

+  \^PP—^,  ou  ip-{-iq=^6pp'-'i', 
les  quarrés  font  4pp-\-^pq-\-4qq^:^6pp'—iy 
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ainfî   2/y7  =  8^^-|-4^^-|-2  ,   &  pp=4pq 

-|-2^<7-|-i  ,  tr\Ç\n  p^=^iq-\-\/ 6 qq-\-i  ;  cette 
formule  reffemblant  à  la  première ,  on  a 
q=zo  j  donc/7:=i ,  îîzizzi  &  y  6;2/z-J-i=5. 

I02. 

Allons  plus  loin  ,  &  foit  iz^zry  &  7/2/1 

-^  I  :z=.mm  ,  on   voit  que  m^  in  ;  qu'on 

fafTe  donc  m:=^in-\~p  ^  &  on  aura  jnn-\-i 

^^^nn-\-^np-^pp  ,  ou  T^nn^-^np-^-pp — 1, 

ce  qui  donne  /zm^^^^  "^^~^.  Préfentement, 
puifque  n^~p,  &  par  conféquent  plus 
grand  que  /? ,  qu'on  fafTe  /z=::^-|-^,  on 
aura  p-\-'i^qz=.^J^pp — 3 ,  &  pafTant  aux 
quarrés, /?/7-j-ö/7^-[-9^^:=7/'/? — 3,  ainfî 
%^— %+9^^-f-3>  ou   ipp—ipq-^'t.qq 

+  1 ,  d'où  l'on  tire  ;,=:^-^p±-\  Or  on  a 
ici/?>^,  &  par  conféquent  p^q-,  ainfî 
on  fera  pz:=zq-\~r^  &c  l'on  aura  q-\-^^ 
=^\/jqq-^z  ;  de-là  les  quarrés  qq~\-4qr 
.'^/^rr=jqq-\-i',  enfuite  6^^:=  4^^-}- 4^'' 
— 2,  ou  3^^  =  2^/--|-2/'/- — ■!  ,  &  enfin  q 
__  r_^y_2r^  ^  Q^^  continuera ,  à  caufe  de  ^ 
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^r,  en  fuppofaut  ^r^r-j-/,  &  on  aura 
^^~h3/^^ y  7^*^ — 3*  enfuite  4//--J-12//' 
+9#— 7^^— 3?  ou  3/-/-=i2r/+9/7-V3_, 
ou  rA^4r/|- 3/4-1 ,  &  ;-:=3:2/-f  v/y/Z-fu 
Or  cette  formule  eil  pareille  à  la  première  j 
ainfi  faifant  /;=c,  on   obtiendra   /-=i  , 

^^=1  ,  p=:zl   &    72  =  3    ou    /;7=:8. 

Mais  ce  calcul  peut  s'abréger  coniidé- 
rablement  de  la  manière  qui  fuit ,  &  qu'on 
peut  employer  auffi  dans  d'autres  cas. 

Puifque  jnn-\^i=^mm ,  il  s'enfuit  que 
^<3/2. 

Qu'on  fuppofe  donc  m=:^n — py  on 
aura  7/z;z-pi  =  9^«  —  ^^P'\'PP ->  ou  inn 
—6np — pp-^\  5  d'où  l'on  tire  ;z:=^i^±l-^^^±?j 
ainfî  n^-i^p ^  par  cette  raifon  on  écrira  n 
=  3/? — 2^,  &,  prenant  les  quarrés  ,  on 
aura  ^pp — i2/?^-[~4^^=7/Y'+2  ?  ou  zpp 

=ziipq—4q^-\-l  ,  &  pp=^6pq~iqq~^ç-i  , 

d'où  réfulte/?^=3^-j-V^7^^-i-ï  •  ^^  on  peut 
d'abord  faire  ici  ^  =  0,  &  on  trouvera/? 
=1 ,  «^=3  &  mz^'^ ,  comme  auparavant. 
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103. 

Que  ^r=:=8  ,  en  forte  que  %n7i-\-i^=:mTn 
&  nK^yi^  il  faudra  faire  m=^n — p^  & 
on  aura  Snn-^iz:zzcfnn — 6np>-^pp  ,  ou  fin 
t=6np—pp-^iy  d'où  refaite  n^^z-^p 
^-y'S/y?-!"!  ,  &  cette  formule  étant  déjà 
femblable  à  la  propofée  ,  on  peut  faire 
p=^o,  ce  qui  donne  nz=ii  &  m=^i, 

104. 

On  procédera  toujours  de  la  même  ma- 
nière pour  tout  autre  nombre  a ,  pourvu 
qu'il  foit  pofitif  &  non  un  quarre ,  &  on 
arrivera  toujours  à  la  fin  à  une  quantité  ra- 
dicale ,  comme  \/ait-\-\,  qui  fera  fem- 
blable à  la  première  ou  la  propofée ,  &  on 
n'aura  alors  qu'à  fuppofer  /=o  ;  car  Tirra- 
tionnalité  difparoîtra ,  &  en  retournant  fur 
les  pas  on  trouvera  pour  n  néceflairement 
une  valeur  telle  que  ann~\-i  foit  un  quarre. 
-  On  arrive  quelquefois  afTez  vite  au  but, 
mais  fouvent  aufîi  on  efl  obligé  de  pafTer 
par  un  afTez  grand  nombre  d'opérations  3 
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cela  dépend  de  la  nature  du  nombre  ß, 
mais  fans  qu'on  ait  des  carafteres  qui  don- 
nent quelques  lumières  fur  la  quantité  des 
opérations  qu'il  y  aura  à  faire.  Le  procédé 
n'eft  jamais  bien  long  jufqu'à  1 3  ,  mais  lorf- 
que  (2=13  ,  le  calcul  devient  beaucoup 
plus  prolixe  ,  &  par  cette  raifon  il  fera  bon 
de  développer  ici  ce  cas. 

105. 

Soit  donc  a=i  3  ,  &  qu'on  doive  trou- 
ver iT^nn-^izziimm.  Comme  mm'^  c^nn^ 
&  par  conféquent  m^-^n^  on  fuppofera 
772  z=:  3  .'z -j-^ ,  &  on  aura  i  3^/2 -j- 1:^9/2« 
^6np-\-pp  ^  ou  4?in^=6np-\-pp — i  ,  &  /i 
^__  3/jJ/ji£^2i  ^  ce  qui  indique  que72>-/7, 
&  à  plus  forte  raifon  plus  grand  que  p. 
Qu'on  faîTe  donc  /zri^/?-}-^,  on  aura/7-|-4^ 
=Y  i^^pp — 4;  enquarrant,  i^pp—4=.pp 
•^Bp^-^-iài^g  ;  ainfi  l  ipp^=-^pq-\-l6qq-\- 4  ^ 

Ici  /?>  ?-|^,  ou  /?>  ^  ;  on  continuera  donc 
ip^x pz=if\-r^  &  on  aura  2^4-3r=y  1 3^^+3  , 
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enfuite  i3^ç^-|-3  r=4^^-|-i  2^r-|-c)rr,  ou 
9C^=l2^/-+9/'/-— 3,  ou   ^<^q=z4qr-]-yr 

—  I  ,  ce  qui  donne  q==z^^j^^:^, 

Préfentement ,  puifque  ^>-^^^'^>   ou   ^ 
>/-,  on  fera  ^= /•-[-/,  &  on  aura  r-\--^f 

=:^  \/ 1  3  /■/  —  3  ;   &  enfuite    i  3  /■/*- —  3  =  rr 

+^{/H-9#î  <^U  I  2/-r=:6r/4-9//:f  3  ,  ou  4rr 

=:2r/4-3j5q-i  ,  d'où  l'on  tire  r^Ù^l^. 
Mais  r^^—  &  plus  grand  que/,  foit  donc 

r=if-\-t,  &  nous  aurons  if-\- j[t::=\/ it^ ff-\~j^ ^ 
^  i3//-|-4==9yy"+2.4.A+i6//,-  ainfi  47/ 
^^i4ft-\-\6tt — 4,  ^  ff=6tf-\-4tt  —  i  ; 
donc  /==  3^-[-y  13/r — i.  Ici  nous  avons 
/>  3^4~3^  5  ^"^  ^"^^  ^^  '  ^^  faudra  donc  faire 

y— ;6r4~"'   ainfi  3^-l-"-==^  V  O"  — 1,& 
13«  —  i=:z^tt-\-6tu~\-uu  j  après  cela  ^tt 

=6tu-\-uu+i  ;  enfin  t^^^^^-,  où  ^ 

;;>i^  &  >  z/.  Si  donc  on  fait  rz=:7/-|-v, 
4  ' 

on  aura  w-|-4^=^V  *  3"^+4  *  ^  i3"^^-f-4 
■=^uu-\-%uv-\-\6vv  ;  donc  i  2ww=8wv-i-iövv 

• — 4  ,  ou  3?/:^==^2wv-|-4vv  —  1,   enfin  u 
_vjV^-,^  ou  z/>7,  ou^/>y. 
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Faifons  en  conféquence  i/=:v-|-A:,  6c 
nous  aurons  iv-^^x=^y  i^w — 3  ,  &  i-^vv 
—  yz=.^vv-^iivx-^^xx  ^  ou  ^vvz=:iivx 
^^xx-^'^  ,  du  3rv  =  4vx-[-3XAr-[-i  ,  & 
^^^j^Vn^f^  .  jé  forte  que  r>  ^;c  &  >jf. 

Suppofons  donc  r=x-|-j)^ ,  &  nous  au- 
rons  jf-[-3j/:=:^\/i  3xx-[-3  ,  &  iyxx-\-^ 
:=:xx-\-6xy-\-^yy  ,  ou  i  ixx::^6xy-\-^yy 
— 3  ,  &  4xxz=zixy-\-^yy —  i  j  on  tire  de-là 
^-—.y^^yjMzA^  &;  par  conféquent  x'^y, 
Ainfî  nous  ferons  x=-y~\-:;^^  ce  qui  nous 

donne  37+4{=V  nXK— 4,  &  1 3X^—4 
=  9ar+^4{r+iö^^,  ou  4yy=zi4y^ 
+  ^^{{+4  ;  donc  yy^6yi-\-4i^+i  ,  & 
^=3:^-|-y  1 3:^^-[-i  j  &  cette  formule  étant 
à  la  fin  femblable  à  la  première  ,  on  peut 
prendre  ;^=o ,  &  remonter  de  la  manière 
qui  fuit: 
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1   =   O 

y  =  I 

r  =  ;c  -|-  jy  rzz:  2 
Z^  =  r  -|-  X  :==:  3 
/    =    «    -|-    V    .:=::       J 

/  =  <^^    +    "    =    33 

rz^  /+    r  ^   38 

^    r^     /-   +    /zi:^    71 

y?  ~  ^  +  /•  —109 

72    ^z=   /?    -[-    ^    =180 
m  zzz-^n  -h-  p  zr^649. 
Il  fuit  de-Ia  que  iPo  ell  après  o  le  plus 
petit  nombre  qu'on  puUle  ilibliituer  à  n , 
fi  i3«/z-j-i  doit  devenir  un  quarre. 

106. 

On  voit  fuffifamment  par  cet  exemple, 
combien  ces  calculs  peuvent  devenir  proli- 
xes. Lorfqu'il  s'agit  de  nombres  plus  grands, 
on  eft  fouvent  obligé  de  p^fTer  par  dix  fois 
plus  d'opérations  que  i!'ju>  n'en  avons  eu 
à  faire  pour  le  nombre  j  3. 

Comme  on  ne  peut  guère  prévoir  non 

plus 


n'  j4    L    Q    E    B    R    E,  119 

plus  pour  quels  nombres  on  doit  s'attendre 
à  tant  de  longueurs  ,  il  fera  bon  de  pro- 
fiter de  la  peine  que  d^autres  ont  prife , 
&  nous  joindrons ,  pour  cet  effet ,  à  ce 
Chapitre  une  table  ,  où  fe  trouvent  les  va- 
leurs de  m  Si  àe  n  pour  tous  les.  nombres 
0  depuis  2  jufqu'à  100  ;  afin  que  dans  les 
cas  qui  peuvent  fe  préfenter  ,  on  puiffe  en 
tirer  les  valeurs  de  /w  &  de  «,  qui  répon- 
dent à  un  nombre  a  donné. 

107. 

Nous  remarquerons  cependant  que  pour 
de  certains  nombres  on  peut  déterminer 
en  général  les  lettres  m  <k  n  ^  ces  cas  font 
ceux  où  a  n'efl:  que  de  i  ou  2  plus  grand 
ou  plus  petit  qu'un  quarre  j  il  vaudra  la  peine 
de  les  développer. 

108. 

Soit  donc  a=ee— 2;  &  puifque  nous 
devons  avoir  (ee — i)nn-\-i=mm  ,  il  eft 
clair  que  m<^en  ;  c'eft  pourquoi  nous  fe- 
rons m=^erL — p  ,  &  nous  aurons  {ec — -i^nti 
Tome,  IL  1 
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-|-  I  z=zeenn  —  ienp-\-pp  ,  ou  innz=i lenp 

—pp+i;  donc  /2==!^ll^^'^.  &ileft 
évident  que  fi  on  fait  p=i  ,  cette  quan- 
tité devient  rationnelle ,  &  que  nous  aurons 


n==^e  ôz  m=^ee  —  i. 


Soit,  par  exempte  ,  ^=1=23  ,  de  forte 

que  ^±:=:5  ,    nous    aurons   23 /Z/Z-j-I:=i:;7Z/7Z  , 

fi  /z:=^5  &  mz=:i4f*  La  raifon  en  efl  évi- 
dente d'ailleurs  ;  car  fi ,  dans  le  cas  de  a 
=ee — 2  ,  on  fait  72=;=^  ,  on  a  ann-^izz^e* 
— lee-^  I  ,  ce  qui  efl  le  quarre  de  ee —  i . 

109.  / 

Que  a=ee — i  ,  ou  d'une  unité  ifl^îftdre 
qu'un  quarre,  il  faudra  que  (e^ — i)nn-\-t 
zzzmm.  On  aura,  comme  ci-deffus,  m<^en-y 
ßc  on  fera  m^:^en — p;  cela  pole ,  on  ä 
(ee — i)nn-\-l=.eenn — -ienp-^pp\  on  n/i 
—  lenp—pp+l;  donc  n=ep-[-\/ eepp—pp-{-i. 
Or  l'irrationnalité  difparoit  dans  la  fuppo- 
Tition  de  p=^i  y  ainfi  n  =  ie  Se  m=:iee 
' — I.  Auffi  cela  eft-il  facile  à  voit-';  car 
puifque  az^^ee — i  &  nz=zie ,  on  trouve  an'n 
'^^i=z4e* — 4ee-\-i ,  ou  égal  au  quarre  dé 
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lée — I.  Soit,  par  exemple,  ^1=24,  ou 
€:=r  j ,  on  aura  ;2i:=io,  &  ij:^nn-\-i=^ij^Qi 

IIO. 

Suppofons  à  préfent  a^=:iee-\-i  y  ou  que 
a  foit  de  i  plus  grand  qu'un  quarre ,  il 
faudra  que  {ee-\-\^nn-\-\=.mm  ^  &  m  fera 
évidemment  plus  grand  que  en  -,  écrivons 
donc  m=enA^p  y  &  nous  aurons  {ee-^i) 
nn-^lzzzLtenn-^xtnp-^^p ^  ou  nn-z::::iienf> 
j^pp-.i ,  d'où  réfulte  n—ep-\-y  eepp-\-pp—i» 
On  peut  ici  faire /»i=ri  ,  &  cela  étant ,  on 
a  n:=zie i  donc  m=^zee~\-i,  Q'q{\.  auffi  ce 
qui  devoit  arriver,  par  la  raifon  que  a  étant 
:=::zee-\-\  &  «z=:2^,  on  a  ann-\-i=zz,^e* 
-j-4£je-|-i  ,  quarre  de  lee-^i^  Soit,  par 
exemple  ,  a=:  1 7  ,  en  forte  que  e=4  ,  on 
aura  ijnn-^-i^mm ,  en  faifant  nz^S  ôc 

772=33. 

(*)  Le  figne  radical  s'évanouît  auffi  dans  ce  cas  ,  fi 
l'on  fait  p=o ,  &  cette  fuppofition  donne  incontefiable- 
ment  pour  m  Si.  n  les  plus  petits  nombres  polîibles ,  fa- 
voir  n=i  &  m  =  e  ;  c'efl-à-dire  que  ü  e=5  ,  la  formula 
^4nn+i  devient  un  quarre  en  faifant  /z=i ,  &  que  la  ra- 
cine de  ce  quarre  fera  m=e=i^. 
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III. 

Soit  enfin  a^=iee-\-i ,  ou  de  2  plus  grand 
qu'un  nombre  quarre  ,  on  aura  {ce-\-i) 
nn-^i=^mm ,  &,  comme  auparavant,  m 
^  en  ;  c'eft  pourquoi  on  füppofera  mz::^en 
-^p,  &  on  aura  eenn-\- inn-\-  iz=:zeenn-\-ienp 
-\-pPf   ou   in?/  =  ienp-^pp — i  ,  ce   qui 

donne  nz=:.'f^'^'-^\  QuonfdÇ[e  p=i, 
on  trouvera  nz=:e  8i  m^^=zee-^i  ;  6i.  en 
effet,  puifque  ai=zee-^i  &  nzz=ie  ^  on  a 
ann-^\z=:^e^  -\-iee-\-i ,  ce  qui  ell  le  quarre 
de  f^-j-i. 

Soit ,  par  exemple  ,  c:=:i  i ,  de  forte  que 
erzr3 ,  on  trouvera  i  \nn-\-\^==imm  ,  en  fai- 
fant  ;z=3  &  m=:z\Q.  Voulût-on  fuppofejr 
0^=83  ,  on  auroit  ^.zzr^  &  'è'}^nn~^\=:z.mm 
dans  le  cas  de  n^^<)  6l  de  m^^iii. 
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CHAPITRE     VIII. 

De  la  Manière  de  rendre  rationnelle  la  for^ 
mule  irrationnelle  y^a-j-bx-j-cxx-j-dx^ . 

112. 

JL^  ous  pafTerons  à  préfent  à  une  formule 
où  X  s'élève  à  la  troifîeme  puiflance  ,  après 
quoi  nous  irons  aufli  jufqu'à  la  quatrième 
puiflance  de  x,  quoique  ces  deux  cas  fç 
traitent  de  la  même  manière. 

Qu'il  s'agifle  donc  de  transformer  en  un 
quarre  la  formule  a-\-bx~\-cx-\-dx\  & 
de  trouver  pour  x  des  valeurs  propres  pour 
ce  deflein ,  &  exprimées  en  nombres  ra- 
tionnels. Comme  cette  recherche  efl  fujette 
déjà  à  de  bien  plus  grandes  difficultés  que 
les  précédentes  ,  il  faut  aufli  plus  d'art  pour 
trouver  feulement  même  des  valeurs  frac- 
tionnaires de  AT  ,  &  on  efl  obligé  de  fe 
contenter  de  telles  valeurs  fans  prétendre 
en  trouver  en  nombres  entiers. 

1  iv 
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Nous  devons  remarquer  au/îî  d'avance 
qu'on  ne  peut  ici  donner  une  folution  gé- 
nérale comme  dans  les  cas  précédens ,  & 
qu'au  lieu  que  la  méthode  employée  ci- 
deflus  conduifcnt  à  un  nombre  infini  de  fo- 
lutions  à  la  fois ,  chaque  opération  main- 
tenant ne  nous  fera  connoître  qu'une  feule 
valeur  de  x, 

113. 

Comme,  en  traitant  de  la  formule  a-^bx 
»•^-cxx ,  nous  avons  remarqué  un  nombre 
infmi  de  cas  où  la  folution  eft  tout-à-fait 
impoffible',  on  s'imagine  bien  que  cela  a 
lieu  bien  plus  fouvent  encore  pour  la  for- 
mule préfente ,  qui  d'ailleurs  exige  conf- 
tamment  qu'on  fache  déjà ,  ou  qu'on  ait 
trouvé  une  folution.  Auffi  n'eft-on  en  état 
ici  de  donner  des  règles  que  pour  les  cas 
où  l'on  part  d'une  folution  connue  pour  en 
trouver  une  nouvelle  ;  par  le  moyen  de 
celle-ci  alors  on  peut  en  trouver  une  autre, 
&  continuer  enfuite  de  la  même  manière. 

Mais  il  n'arrive  pas  même  toujours  que 
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une  folution  connue  fafîe  parvenir  à  une 
autre  ;  au  contraire  il  y  a  bien  des  cas  ou 
il  n'y  a  qu'une  feule  folution  qui  puifîe  avoir 
lieu ,  &  cette  circonftance  eft  d'autant  plus 
remarquable ,  que  dans  les  cas  que  nous 
avons  développés  précédemment  ,  une 
feule  folution  conduifoit  à  une  infinité  d'au- 
tres folutions  nouvelles. 

114. 

Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la 
formule  a-\~bx-\-cxx-\-dx'^  puifîe  être 
transformée  en  un  quarre ,  il  faut  nécef- 
fairement  préfuppofer  un  cas  où  cette  tranf- 
formation  eft  pofTible.  Or  un  tel  cas  s'ap- 
perçoit  le  plus  clairement ,  quand  le  pre- 
mier terme  eft  lui-même  déjà  un  quarre, 
&  que  la  formule  eft  exprimée  ainß,  ff 
-^bx-^cxx-^dx'^  j  car  elle  devient  évi- 
demment un  quarre,  fi  x=o. 

Ce  fera  donc  par  la  confidération  de 
cette  formule  que  nous  entrerons  en  ma- 
tière';  nous  tâcherons  de  voir  comment, 
en  partant  du  cas  connu  ;i;=o  ,    nous 
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pourrons  parvenir  à  quelqu'autre  valeur  de 
X,  &  nous  emploierons  pour  cet  effet  deux 
méthodes  différentes ,  que  nous  explique- 
rons l'une  &  l'autre  ;  il  fera  bon  de  com- 
mencer par  des  cas  particuliers. 

115. 

Soit  donc  propofée  la  formule  i-^ix 
— xx-^-x^ ,  qui  doive  devenir  un  quarre. 
Comme  ici  le  premier  terme  eff  un  quarre  , 
on  adoptera  pour  la  racine  cherchée  une 
quantité  telle  que  les  deux  premiers  termes 
s'évanouiffent.  Soit  pour  cet  effet  i-\-x  la 
racine  dont  le  quarre  doit  équivaloir  à  notre 
formule,  on  aura  \-\-zx  —  xx-\-x'^ z:=ii 
-^ix-\-xx ,  oii  les  deux  premiers  termes 
fe  détruifent ,  de  forte  qu'on  a  l'équation 
;rAr= — xx-^x^  ou  x^  ^=^ixx^  qui,  étant 
divi(ée  par  xx ,  donne  xi=:zi  ;  ainfi  la  forr 

mule  devient  i-|-4  —  4  "h  8  =  9' 

De  même ,  pour  faire  un  quarre  de  la 
formule  4-[-6x — <^xx-\-^x'^ ,  on  fuppofera 
d'abord  fa  racine  =.i-\-nx ,  &  on  cher- 
chera n  de  manière  que  les  deux  premiers 
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termes  difparoiiTent  ;  or  on  aura  4 -{-6a; 
—  i^xx-^TfX^  =4-^4nx-\-nnxx  ;  donc 
il  faut  que  4/2=6,  &  n=:l',  de-là  ré- 
fulte  lequation  —  <jxx-\-^x^  =^ xx ,  ou 
'^x^:=—xx,  qui  donne  x  =  ^',  &  -c'efl: 
cette  valeur  qui  fera  de  la  formule  pro- 
pofée  un  quarre  ,  dont  la  racine  fera  2.-|-| 


Ar=l^ 


II 6. 

La  féconde  méthode  confifte  à  donner 
à  la  racine  trois  termes ,  comme  f-\-gx 
^hxx^  tels  que  dans  l'équation  les  trois 
premiers  termes  s'évanouiffent. 

Soit  propofée ,  par  exemple  ,  la  formule 
I  — 4x-^6xx—  fjx^ ,  on  en  fuppofera  la 
racine  =1 — ix-\-'/ixx,  &  on  aura  i — 4X 
-\-6xx—^x^  =z  I — 4x-\-^4Xx — 4/îx^  ^hhx* 

~\-l/ixx  ; 
les  deux  premiers  termes ,  comme  on  voit , 
fe  détruifent  aufli-tôt  des  deux  côtés  ;  & 
pour  chaffer  aufïî  le  troiiieme ,  il  faudra 
faire  6=i/i-\-4y  &  par  conféquent  ^.=15 
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par  ce  moyen  on  obtient  —  5  x^  =. — 4x^ 
>^x* ,  ou  —  5  ::= — 4-1"^  j  ^^  ^^^^^  4^^ 

Ar:=  —  1. 

117. 

C'eil  donc  de  ces  deux  méthodes  qu'on 
peut  faire  ufage  ,  lorfque  le  premier  terme 
a  efl  un  quarre.  La  première  fe  fonde  fur 
ce  qu'on  exprime  la  racine  par  deux  ter- 
mes ,  comme  f-\-px  ,  où  /  eft  la  racine 
quarrée  du  premier  terme  ,  Se  oh  p  eu  pris 
de  manière  que  le  fécond  terme  doit  pa- 
reillement difparoîrre  j  en  forte  qu'il  ne  refte 
qu'à  comparer  ppxx  avec  le  troifieme  & 
le  quatrième  terme  de  la  formule  ,  favoir 
cxx-\-Jx^  j  car  cette  équation  alors,  pou- 
vant fê  divifer  par  xx,  donne  une  nou- 
velle valeur  de  x ,  qui  eil  xzz=''-~^^ 

Dans  la  ieconde  méthode  on  donne  trois 
termes  à  la  racine  ,  c'eil-à-dire  que  fi  le 
premier  terme  a  eft  =ffy  on  exprime  la 
racine  pa.r  f-[-px-\-(^xx  ;  après  quoi  on 
détermine  p  Se  q ,  de  façon  que  les  trois 
premiers  termes  de  la  formule  s'évanouif- 
fent ,  ce  qui  fe  fait  de  la  manière  fui  vante  : 
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Puifque  ff-\-bx-\-cxx-\-dx''  z=ff-\-ipfx 
^  ifqxx -\-ppxx -\-^p^^^  -\-<J^^*  i  il  ^^^^ 
que  b=zifp^  &  par  conféquent  /7r=^;  de 
plus  c:=zify-\-pp ,  &  partant  q=-'^  \  après 
cela  refte  l'équation  i/;c^  =2/7^x'-[~^^^*  5 
&  comme  elle  efl:  divifible  par  x"^ ,  on  en 


tire  x; 


118. 


Il  peut  cependant  arriver  fouvent  que 
lors  même  que  a'=ff'i  aucune  de  ces  deux 
méthodes  ne  donne  une  nouvelle  valeur 
de  x,  C'eft  ce  qu'on  peut  voir ,  en  con- 
fîdérant  la  formule  jj^^-^" S  où  le  fécond 
&  le  troifieme  terme  manquent. 

Car  fi ,  d'après  la  première  méthode  ,  on 
fuppofoit  la  racine  z=:zf-^px ,  ou  bien  que 
ff-\-dx^  =ff-\-ifpx-\-ppxXy  on  auroit 
oz=.ifp  &c  p=:zo  ;  ainfî  on  trouveroit  dx^ 
=  0,  &  par-là  x=o,  ce  qui  n'eft  point 
une  nouvelle  valeur  de  x. 

Que  il ,  d'après  la  féconde  méthode ,  on 
vouloit  faire  la  racine  =.f-^px-^qqx ,  ou 
ff-\-dx^  =.ffj^  zfpx^lfqxx^ipqx^  +^^^*> 
J^ppxx 
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on  trouveroit  0=1  fp  8c  p  =  o;  de  plus 
o=:2fq-\-pp  &  q^^o  ;  &  il  en  réfulteroit 
dx^=zo^  &  pareillement  Jcr=o« 

119. 

Il  ne  refle  d'autre  parti  à  prendre  dans 
ces  cas-là  ;,  que  de  tâcher  de  trouver  quel- 
que valeur  de  x ,  telle  que  la  formule  de- 
vienne un  quarre  j  fi  on  y  réuflit ,  cette  va- 
leur fera  trouver  enfuite ,  par  le  fecours 
de  nos  deux  méthodes ,  de  nouvelles  va- 
leurs ;  &  cette  voie  eil:  bonne  même  pour 
les  cas  oii  le  premier  lerme  ne  feroit  pas 
un  quarre. 

Que ,  par  exemple ,  la  formule  3-|-^' 
doive  devenir  un  quarre  ;  comme  cela 
arrive  quand  xz=i  ,  on  fera  x^i-^y , 

&  on  aura  44~3J/~l~3J^^~l"j'  '  ^^  ^^  P^^" 
mier  terme  eft  un  quarre.  Qu'on  en  fup- 
pofe  donc ,  fuivant  la  première  méthode , 
la  racine  =^i-\-py ,  on  aura  4-\-}y-\-}yy 
'-^y^  =:z4-\-  ^py-\-ppyy  ;  &  pour  que  le 
fécond  terme  difparoiffe ,  il  faudra  que 
3  =  4^,  &  par  conféquent/?=::^  ;  ainli  3 
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■donc  xz={'-^^,  ce  qui  eft  une  nouvelle  va- 
leur de  X. 

Si  on  fait  de  plus,  conformément  à  là 
Féconde  méthode ,  la  racine  =2-f/7y-f  ^j/y, 

on  a  4+3y+}jy-\-y =4+4PJ+49yy 

'\~ppyy~\''^p^y^  ^^^y'^ >  ^'^^  ^^  chaf- 

fera  le  fécond  terme ,  en  faifant  3  =4/7  ou 
p=\y  &  le  quatrième,  en  faifant  ^=4^ 
+/V7,ou^i=?^^|2.  ainfi  i=ipq^qqy, 
d  où  l'on  tire  y=  ^^ ,  ou  yz=z  -^  ,  & 
par  conféquent  at— '^^^ 


IJ2I 


120. 

En  général,  fi  on  a  la  formule  a-\-bx 
^cxx-^dx^ ,  &  qu'on  fache  d'ailleurs 
tju'elle  devient  un  quarre  quand  x=ffde 
•forte  que  a-^bf~\-cff-]-df  =gg  ,  on 
fera  x=f-^y ,  &  on  aura  la  nouvelle  for- 
mule qui  fuit: 
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a 

+  ^f+h 

. , ^_ : — ._ --J — r-J — . 

'  Dans  cette  türmule' le' premier  ternie  eiî 
un  quarre  ;  aind  on 'peut  y  appliquer  les 
deux  méthodes  précédentes  ,  &  elles  four- 
niront  de  nouvelles  valeurs  de  j  »  ^  par 
conféquent  aulîi  de  x\\'-çmÇo^t xz^f^y,  "' 

Mais  fouvent  auffi  il  .ne.  fert  mêraeide 
rien  d'avoir  trouvé  une  valeur  de  x  -,  ce 
cas  a  lieu  dans  la  formule  i-f  .v' .  qui  de- 
vient un  quatre  quand  x=  2.  Car  ij^tCn 
conféquence  de  cela,  911  fait  .^^-i.^rirjt» 
on  trouveraia  formule.  9-=Kiiyrl-^X)^'^t>'/;:9 
qui  devroit  de  même  pouvoir  dev-enir.^^ 
quarre.         .     ,    ,,,^^^,  ,--v.  rirv! 

Or  Toit  par  la  première  regle -la^ raçif}^ 
=  3+/ry^,  on  aura  9+^^y+^yy+y' 
=i^-^6pj-\-ppyy ,  où  il  faut  que  iiz=6p 
&^p=z  ',  donc  6-]-y=^pp^^4  ,  S^y^^ — ^ , 

ce 
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ce  qui  donne  jcr:^o,  c'eft-à-dire  une  va- 
leur qui  ne  conduit  à  rien  de  plus. 

Efîayons  auiîi  la  féconde  méthode ,  Se 
faifons  la  racine  z=:::^-^^py-\-qyy  ,  nous  au- 
rons 9+i^j+^ar+j'— ^+^/'j^+^î/jy 

'^'^Piy^  ~\~^^y*  f  ^^  ^^  faudra  d'abord 
que  I  i=6p  &  p=^i  ;  enfuite  que  6=^6 q 
t-^pp:^=6q-\-4,  Se  q=:-;  On  aura  d'abord 

'^=^P9+l9y^j  +  '^yi  de-làjK:=z— 3, 
&  par  conféquent  x^^;  —  i,  &  i-f  a:^=o; 
d'où  l'on  ne  peut  rien  conclure  de  plus, 
parce  que,  fi  on  vouloit  faire  .r:=^ — ^^"~h{> 
on  trouveroit  la  formule  3^ — 3u~l~{^  >  ^^ 
le  premier  terme  s'en  va  ;  de  forte  qu'on 
ne  pourroit  faire  ufage  ni  de  l'une  ni  de 
l'autre  méthode. 

On  eft  afîez  fondé  à  foupçonner ,  après 
ce  que  nous  venons  de  dire ,  que  la  for- 
mule i-j-ji^^  ne  peut  devenir  un  quarre  que 
dans  les  trois  cas  que  voici: 

L)xzzz:l,   ll.^X^O,    III.)  ;Ci= 1. 

Mais  c'eft  de  quoi  on  peut  fe  convaincre 
aufiî  par  d'autres  raifons* 

Tome  //.       .  K 


146  ,    E    L    à    M.    E    N   s 

122. 

Confîdérons  encore ,  pour  nous  exercer, 
la  formule  i-f-}-^^ ,  qui  devient  un  quarre 
dans  les  cas  fuivans  :  I.)jc-:=i:o,  II.)jc=i  , 
IIÏ.)x=::2j  &  voyons  il  nous  parvien- 
drons à  trouver  d'autres  valeurs  femblables. 

Puis  donc  que  x^=.\  eft  une  des  valeurs 
qui  fatisfont ,  fuppofons  xz=z:\-^y  ^  &  nous 
aurons  i-f  3  ^^^  =: 4  +  9^^-1-9  y 7+3  j^ 
Que  la  racine  de  cette  nouvelle  formule 
ibit  i+Z'JK?  en  forte  que  4-|-9JK-[~9JlX 
+  3y'  '^4  +  4Py+PPyy  •,  il  f^^-iclra  que 
c}=^4p  &  p=~ ,  &  les  autres  termes  don- 
neront c,-\-^y=::pp  =  ^~Sz  j~  —  ~^-,  par 
conféquent  x=  —  ^,  cz  i-|-3^^  devient 
un  quarre,  dont  la  racine  eil  — ^,  ou 
bien  aufîi  -]-^^-  Si  nous  voulions  à  préfent 
continuer,  en  faifant  x=:^  —  ïj-Ht»  "o^JS 
ne  manquerions  pas  de  trouver  de  nou- 
velles valeurs. 

Appliquons  aufn  à  la  même  formule  la 
féconde  méthode,  &  fuppofons  la  racine 
z=zz-\-py'-{-<]yyi  cette  fuppofition  donne 
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+ppyy 

^ip^y^  -\-<-]^y*  ',  donc  il  faudra  que  9 


Si 


=4/7  ou/?  =  ^,  &  ^=z4qJ^pp=z4g~\^-^  , 
ou  ^m^;  &  les  autres  termes  donneront 
3=^P9+m^È+m^  ou  567+1  iS^^y 
=384,  ou  i28^^j= — 183;  c'eil-à-dire 
116. ^j=^ — 183,    ou   41, -^y^  —  61. 

Ainfi  y  =  —  'lll^   &  ;c:z:i:  — ^  ;&Cesva- 
w/  1313  '  1323  ' 

leurs  en  fourniront  de  nouvelles ,  en  fui- 
vant  les  voies  que  nous  avons  indiquées. 

123. 

Il  faut  remarquer  cependant  que ,  fi  on 
vouloir  fe  donner  la  peine  de  tirer  de  nou- 
velles valeurs  des  deux  qu'a  fourni  le  cas 
connu  x=zi  ,  on  parviendroit  à  des  frac- 
tions extrêmement  prolixes  ;  &  on  a  lieu 
de  s'étonner  que  ce  cas,  a::=i  ,  n'ait  pas 
conduit  plutôt  à  cet  autre,  x=:z2  ^  qui  ne 
tombe  pas  moins  évidemment  fous  les  yeux* 
Et  c'ell-là  une  imperfeftion  de  la  méthode 
dont  il  efl  quellion ,  &  qui  efl:  jufqu'à  pré- 
fent  la  feule  qu'on  comioilTe. 

K  ij 
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On  peut  partir  de  la  même  manière  6m 
cas  x^=iz ,  afin  de  trouver  d'autres  valeurs. 
Qu'on  fafTe  ,  pour  cet  effet  x=ii-\-y  ,  & 
il  s'agira  de  faire  un  quarre  de  la  formule 
2  5  -|-  5 6y -j-i  8jj/-|~  3y ^  5  ruppolons-en  la 
racine ,  d'après  la  première  méthode  ,  =  5 

-^-py ,  nous  aurons  ^  5-J-5  '^y  -|-  '  '^yy~\~'!>y^ 
=  25  '\'^opy-\-ppyy ,  &  par  conféquent 
36^=^10/7,  ou/7=Y-;  effaçant  à  préfent 
les  termes  qui  fe  détruifent ,  &  divifant  les 
autres  par  j)^j/,  il  en  réfulte  i^~\-T,y=zpp 
' — ^-f-^ ,  &  par  conféquent  j/= — Irv^  ^ 
=  |-  j  d'où  il  fuit  que  i  -|-3x^  efl:  un  quarre 
dont  la  racine  efl:  ^-\-py=:z —  '—  ou  -f-^fj. 

Dans  la  féconde  méthode  il  faudroit  fup- 
pofer  la  racine  z=z:'j-\-py'-^qyy ,  &  on  au- 
roit  i^  +  }6y-[-iSyy-\-^y'==:i^+iopy 
•-\-ioqyy-\-ipqy^  -\-qqy*  ;  les  féconds  & 

+ppyy 

troifiemes  termes  difparoîtroient  en  faifant 
36  =  10/7,  ou /7  =  y,  &  j8:=io^-}-/y7, 
ou     ,o?=l8-^^  =  if^,OUy=i?,;    & 

alors  les  autres  termes ,  divifés  par  j' , 
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donneroient  3  =:  ipq  -[-  qqy  ,  ou  qqyz:^-^ 
-W— g-:.  c'eft-à.direy=-|^;  & 

619 
1323* 

124. 

Ce  calcul  ne  devient  pas  moins  long  & 
difficile,  même  dans  des  cas  où ,  en  partant 
d'un  autre  principe  ,  il  eft  facile  de  donner 
une  folution  générale  ^  comme^  par  exem- 
ple ,  quand  la  formule  propofée  eil:  i  — x 
—  xx-\-x^  ^  où  l'on  peut  faire  générale- 
ment x:=.nn  —  I,  en  donnant  à  n  telle  va- 
leur qu'on  veut.  En  effet ,  foit  n-=.%  ,  on 
aura  x=:3  ,  &  la  formule  devient  :=:^i — 3 
— 9-|-27i=:i6.  Soit  nr::=3  ^  OU  auta  X:zz^^  y 
&  la  formule  devient  =1 — 8 — 64-[-5i2- 
=441  ,  &  ainfi  de  fuite. 

Mais  remarquons  que  c'ell  à  une  cir- 
conftance  tout-à-fait  particulière  que  nous 
devons  une  folution  {i  facile  ,  &  cette  cir- 
conftance  s'apperçoit  aifément ,  fî  on  dé- 
compofe  notre  formule  en  facteurs  5  car 
on  voit  auffi-tôt  qu'elle  efl  divifible  par 
I — AT,  que  le  quotient  fera  i — xx ^  qu'il 

.K  iij 
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eft  compofé  des  fa61eurs  (i-|-.v)  (i — x), 
&  qu'enfin  notre  formule  i — x — xx-\-x^ 
=(1— x)(i+^)(i— x)=:(i— A-)'(i+A-); 
or,  puifqu'elle  doit  être  un  D  {quarre), 
&  qu'un  D  >  divifé  par  un  D  >  donne  un 
O  pour  quotient,  il  faut  auffi  que  i-\-x 
^=n  ;  ÖC  réciproquement ,  fi  i-]-x  eft  un 
n  y  il  faut  que  (1  —  xY  (i-|-^)  foitun  D; 
on  n'a  donc  qu'à  faire  i-^x=^nn  ^  ^  on 
aura  fur  le  champ  xzz^nn — k 

Si  cette  circonfiance  nous  eût  échappé, 
il  auroit  été  difficile  de  déterminer  même 
feulement  cinq  ou  fix  valeurs  de  x  par  les 
méthodes  précédentes, 

125. 

Il  s'enfuit  donc  de- là  qu'il  eft  bon  pour 
chaque  formule  propofée  de  la  réfoudre  en 
faveurs  ,  quand  cela  eft  pofîible.  Or  nous 
avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  s'y 
prend  pour  cet  effet,  favoir  qu'il  faut  égaler 
la  formule  donnée  à  zéro  ,  &  chercher  en- 
fuite  la  racine  de  cette  équation ,  chaque 
racine  alors ,  comme  ^=/,  donnant  un 
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fa^ieur/ — x  i  &  cette  recherche  efl  d'au- 
tant plus  ai  fée  ,  qu'on  ne  cherche  ici  que 
des  racines  rationnelles,  lefquelles  font  tou- 
jours des  divifeurs  du  terme  connu  ou  du 
terme  qui  ne  renferme  point  de  x, 

ii6. 

Cette  circonftance  a  lieu  aufii  dans  notre 
formule  générale  a-|-3^r-j-c.v*-j-£/.r' , 
quand  les  deux  premiers  teriries  difparoif- 
fent ,  &  que  par  conféquent  c'efl  la  quan- 
tité cxx~\-'dx'^  qui  doit  être  un  quarre  ;  car 
il  eft  clair,  dans  ce  cas ,  qu'en  divifant  pair 
le  quarre  xx  ^  il  faudra  pareillement  que 
c-^dx  foit  un  quàrré ,  &  on  n'a  donc  qu'à 
fuppofer  c-\-dx=^nn ,  pour  avoir  x=^  —" , 
valeur  qui  renferme  un  nombre  infini  de 
folutions ,  &  même  toutes  les  folutions  pof- 
fibles. 

127. 

Si  dans  l'application  de  ia  première  des 
deux  méthodes  précédentes  on  ne  vouloit 
pas  déterminer  la  lettre/»  afin  de  retrancher 
le  fécond  terme  ,  on  parviendroit  à  une 
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autre  formule  irrationnelle ,  qu'il  s'agîroit 
de  rendre  rationnelle. 

Soit,  par  exemple ^  ff-\-bx--\-cxx-\-dx^ 
la  formule  propofée ,  &  qu'on  en  fafle  la 
racine  =y-}-/7x,  on  2iUrdi  ff-[-bx-^  ex x 
-~\-cix'  =::ff-\-ifpx-\-ppxx  ,  où  les  pre- 
miers termes  fe  détruifent  ;  divifant  donc 
les  autres  par  x^  on  obtient  i-\-cx~\-clxx 
c=.ifp-\-ppxßy  ce  qui  eft  une  équation  du 
fécond  degré ,  qui  donne 

pp  —  c-^\/  p*  — icpp-^Sdfp-\-cc — 4l>d 

X  ——  — — ^— — ^— — — —  -  •  « 

2  a 

Ainfî  l'affaire  fe  réduit  maintenant  à  trou- 
ver pour  p  des  valeurs  telles ,  que  la  for- 
mule p* — icpp^'\-'èdfp'\-cc — 4bd  devienne 
un  quarre.  Or  comme  c'eft  la  quatrième 
puifîance  du  nombre  cherché  p  qui  fe  pré- 
fente ici ,  ce  cas  appartient  au  Chapitre 
fuivant. 
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CHAPITRE     IX. 

De    la    manière    de    rendre    rationnelle    la 
formule   incommenjurable 

\/a-|-bx-[-cxx-[-<ix^  -j-ex"* . 


128. 


N. 


ous  voici  parvenus  à  des  formules 
où  le  nombre  indéterminé  x  monte  à  la 
quatriem.e  puifTance  ,  &  c'eil  par  là  que 
nous  terminerons  nos  recherches  Ibr  les 
quantités  affe6lées  du  (igné  de  la  racine 
quarrée  ,  vu  qu'on  n'a  pas  été  affez  loin 
encore  pour  pouvoir  transformer  en  quar- 
rés  des  formules  où  des  puiiTances  plus 
hautes  de  x  fe  préfentent. 

Notre  nouvelle  formule  fournit  trois  cas 
à  confîdérer  :  le  premier  ,  quand  le  pre- 
mier terme  ,  ^  ,  efl  un  quarre  ;  le  fécond  , 
quand  le  dernier  terme ,  ex"" ,  efl:  un  quarre  j 
&  le  troisième ,  quand  le  premier  terme 
&  le  dernier  font  l'un  &  l'autre  des  quarrés. 
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Nous  traiterons  de  chacun  de  ces  cas  fé-- 
parement. 

129. 

I.)  Réfolution  de  la  formule 
\/ff-\-bx-^cxx-\-dx'^  -\-ex\ 

Comme  le  premier  terme  ici  eft  un  quar- 
re ,  on  pourroit ,  par  la  première  méthode  , 
fuppofer  la  racine  =:f-\-px ,  &  déterminer 
p,  de  manière  que  les  deux  premiers  ter- 
mes difparufTent ,  &i  que  les  autres  fuiïent 
divifibles  par  jfxy  mais  on  ne  laifTeroit 
pas  alors  de  rencontrer  encore  un  xx  dans 
l'équation ,  &  la  détermination  de  x  dé- 
pendroit  d'un  nouveau  figne  radical.  Ce 
fera  donc  à  la  féconde  méthode  que  nous 
aurons  recours  ;  nous  ferons  la  racine  =:f 
'-\-px-\-qxx  i  nous  déterminerons  p  ^  q 
de  façon  à  pouvoir  retrancher  les  trois  pre- 
miers termes  ,  &  divifant  enfuite  les  autres 
par  at'  ,  nous  parviendrons  à  une  (impie 
équation  du  premier  degré ,  qui  donnera 
X  dégagé  de  iignes  radicaux. 
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130. 

Si  donc  la  racine  =:zf-^^px-]^qxx  ,  & 
qu'ainlî  ff-\-bx-\-cxx-^dx^  -^ex*  z=zff 
>-^lfpx-^ljqxx-]^ipqx^-^qqx*y    les 

'^ppxx 
premiers  termes  difparoilTent  d'eux-mêmes; 
quant  aux  féconds ,  on  les  chaffera  en  fai- 
fant  b  =^  ifp ,  ou  ^  =1:  ^ ,  &  il  faudra ,  pour 
les  troiiiemes ,  que  c=ifq-\-pp ,  ou  ^  =  ^-^^  ; 
cela  pofé  ,  les  autres  termes  feront  divi- 
fibles  par  x^ ,  Se  donneront  l'équation  d 
<^ex=:^  ipq-\-qqx ,  de  laquelle  on  tire 

d—ipq        _  ipi—d 

XZ=:^ \    ou  XZ=^-^^—  . 

131. 

Or  il  efl  facile  de  voir  que  cette  mé- 
thode ne  mené  à  rien,  quand  le  fécond 
&  le  troifieme  terme  manquent  dans  notre 
formule  ,  c'eft-à-dire  que  tant  b  que  cr=o  5 
car  alors /7i=o  &  q=^o;  par  conféquent 
^=—7  ^'où  l'on  ne  peut  ordinairement 
rien  conclure ,  parce  que   ce  cas  donne 
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évidemment  dx"^  -^-ex"^  =:zo  ^  &  qu'ainfi 
notre  formule  devient  égale  au  quarre^. 
Mais  c'eft  fur-tout  pour  les  formules  telles 
que  ff-^ex*  j  que  cette  méthode  n'eft 
d'aucun  ufage ,  puifque  dans  ce  cas  d  étant 
aufîi  =o  ,  on  trouve  pareillement  a:  =  o  , 
valeur  qui  ne  conduit  à  rien  de  plus.  Il  en 
efl:  de  même  ,  lorfque  bz=z^o  &  dzz-^o  ,  c'eft- 
à-dire  que  le  fécond  &  le  quatrième  terme 
manquent ,  &:  que  la  formule  efl  jf-\-cxx 
^^ex''  -,  car  dans  ce  cas  p=^Q  &  ^  =  ~. , 
d'où  réfulte  a'.:=::o  ,  comme  on  le  voit  aufîi- 
tôt ,  &  ce  qui  n'ell  d'aucun  ufage  ultérieur. 

132. 

IL)  Réfolution  de  la  formule 
\/a-\-bx-\-cxx-\-dx^  -^-gg^*  • 

On  pourroit  réduire   cette   formule  au 

cas  précédent,  en  fuppofant  -^^^J  car, 

com.me  il  faudroit  alors  que  la  formule  a 

X   b    .    c     .    d    .   Q'p  ^^  ,      Q 

J L      -L'iz^  fut  un  quarre,  & 

^  y    yj    y      y 

que  dans  ce  cas  celle-ci  reile  un  quarre , 
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il  on  la  multiplie  par  le  quarre  jy'^ ,  on  n*au- 
roit  qu'à  faire  cette  multiplication ,  &  on 
obtiendroit  la  formule  ^y^  -\-^y^  -\-cyy 
-\-^y~\-ggj  qui  efl  tout-à-fait  femblable  à 
la  précédente  écrite  à  rebours. 

Mais  on  n'a  pas  befoin  de  pafîer  par  ce 
procédé  j  on  n'a  qu'à  fuppofer  la  racine 
:=gxx-\-px-^q ,  ou  dans  l'ordre  inverfe  , 
q-^px-^-gxx ,  &  on  aura  a-^6x-^cxx 
-^dx^  "^gg^^  =  <jq-\-'  1  p  qx-^  igqxx 

-^-ppxx 
^igpx^'  -\-ggx*  ;  or  les  cinquièmes  termes 
fe  détruifant  ici  d'eux-mêmes ,  on  déter- 
minera d'abord/? ,  de  manière  que  les  qua- 
trièmes termes  fe  détruifent  pareillement, 
ce  qui  arrive  quand  dzz^igp,  ou  ^=^; 
enfuite  on  déterminera  auffi  q ,  afin  de  chaf- 
fer  les  troifiemes  termes ,  &  on  fera  pour 
cet  effet  c^=^igq-^pp  ^  ou  ^z=:^%-  cela 
fait ,  les  deux  premiers  term.es  fourniront 
l'équation  a-\-l)x=:zqq-^ipqx  ^  d'où  l'on 


tire  x=:—^^  ou  x 


??     ^„  , ,  ^ç- 


zpq—b  >  b—ipq  * 
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133. 

Nous  retrouvons  ici  le  défaut  que  nous 
avions  remarqué  ci-defTus  dans  le  cas  oii  le 
fécond  &  le  quatrième  terme  manquent, 
c'eft-à-d.  que  bz^o  &  d—o  ;  en  effet  on  trouve 
alors  p^=.o  &  ^=^1  donc  x^."-—^  -,  or 
cette  valeur  étant  infinie  ,  ne  mené  pas 
plus  loin  que  la  valeur  x=^o  ,  dans  le  pre- 
mier cas  ;  d'où  il  fuit  que  cette  méthode 
ne  peut  du  tout  être  employée  pour  les 
exprefïions  de  la  forme  ^-\-cx*  -\-ggx* , 

134. 

III.)  Réfolution  de  la  formule 


Vff- 


^-^i)X-\~cxx-\-dx^  -\-ggx^  • 
Il  eft  clair  qu'on  peut  employer  pour 
cette  formule  l'une  &  l'autre  des  deux  mé- 
thodes ,  dont  on  vieht  de  faire  ufage  ;  car 
d'abord  ,  à  caufe  que  le  premier  terme  eft 
un  quarre  ,  on  peut  prendre  pour  la  racine 
f-\-px-\-^xx ,  &  faire  évanouir  les  trois 
premiers  termes  ;  enfuite  ,  comme  le  der- 
nier terme  ell:  pareillement  un  quarre  ,  on 
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peut  aufii  faire  la  racine  -zzzq-^pxA^gxx , 
&  chafTer  les  trois  derniers  termes ,  au 
moyen  de  quoi  on  trouvera  même  deux 
valeurs  de  x. 

Mais  on  peut  traiter  aufîi  cette  formule 
par  deux  autres  méthodes  qui  leur  appar- 
tiennent particulièrement. 

Dans  la  première  on  fuppofe  la  racine 
^=.f-\-px-\-gxx ,  &  on  détermine  p  de  façon 
que  les  féconds  termes  fe  détruifent  ;  c'efl- 
à-dire  que  ,  comme  il  faut  que  ff-\-bx 
+  cxx-\'dx'  -\-ggx'  z=ff^ifpx-\-ifgxx 

-^-ppxx 
^^gpx^ -\-ggx* ,  on  fait  b=.ifp  ou  p 
=:r^j  &  puifque  de  cette  manière  tant 
les  féconds  termes  que  les  premiers  &  les 
derniers  termes  fe  détruifent ,  on  pourra 
divifer  les  autres  par  xx ,  &  on  aura  l'équa- 
tion c-\-dx-=.ifg-]^pp-\-igpx ,  de  laquelle 
on  tirera  x=^  '.z2È=R.  ou  ;c czr  ^q:^^:ii- .  Et 
on  doit  fur-tout  remarquer  ici  que  coinme 
dans  la  formule  on  ne  trouve  g  qu'à  la  fé- 
conde puiffance ,  la  racine  de  ce  quarre , 
ou  g^  peut  fe  prendre  tant  négative  que 
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pofitive  ,  &  qu'il  réfulte  de-là  qu'on  obtient 

encore  une  autre  valeur  de  x  ,  favoir  x 


-~'.12ÈZPL      ou  X~-''-^ 


-zgp-d    y  2gp-i-d 

135. 

Il  efl ,  ain(i  que  nous  l'avons  dit ,  encore 
une  autre  manière  de  réfoudre  cette  for- 
mule :  elle  confifte  à  fuppofer  d'abord  , 
comme  auparavant ,  la  racine  =^f~^px 
-^gxx  ,  &  à  déterminer  enfuite  p  de 
manière  que  ce  ioient  les  quatrièmes  ter- 
mes qui  fe  détruifent;  cela  fe  fait  en  fup- 
polant  dans  l'équation  fondamentale  d 
=zicrp^  OU  p=— ;  car  puifque  les  pre- 
miers &  les  derniers  termes  difparoiffent 
pareillement ,  on  pourra  divifer  les  autres 
par  X ,  &c  il  en  réfultera  l'équation  l?-\-cx 
=\fp-\-ifgx-]-ppx  ,  qui  donne  x=:  ^^^^. 
De  plus  nous  avons  à  remarquer  que  com- 
me dans  la  formule  le  quarre  ff  fe  trouve 
feul,  on  peut  fuppofer  également  que  fa 
racine  foit  — /,  8c  qu'ainfi  on  aura  aufli 
x=-^/~.  De  forte  que  cette  méthode 
aufli  fournit  deux  nouvelles  valeurs  de  ;c , 

& 
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&  que  par  conféquent  les  méthodes  que 
nous  avons  employées ,  doiment  en  tout 
iîx  nouvelles  valeurs. 

136. 

Mais  ici  fe  préfente  de  nouveau  cette 
circonftance  fâcheufe ,  qui  fait  que  le  fé- 
cond &  le  quatrième  terme  manquant ,  ou 
b  ^  d  étant  =::o  ,  on  ne  peut  trouver  pour 
X  aucune  valeur  qui  réponde  à  notre  but  ; 
de  forte  qu'on  ne  peut  parvenir  à  réfoudre 
la  ïoxmwÏQ  ff-\- ex x-\-ggx* ,  En  effet,  ü 
h=zo  &  d=zzo ,  on  a  par  l'une  &  l'autre  voie 
p-=:o\  &  la  première  donnant  x=:^~^  ^ 
&  l'autre  donnant  jc=o  ,  elles  ne  font  pas. 
plus  propres  l'une  que  l'autre  à  fournir  des 
conclufions  ultérieures. 

137- 

Voilà  donc  les  trois  formules  auxquelles 
on  peut  appliquer  les  méthodes  que  nous 
avons  détaillées  jufqu'ici  ;  &  fi  dans  la  for- 
mule propofée  ni  l'un  ni  l'autre  terme  n'efl 
un  quarre,  il  n'y  aura  aucun  fuccès  à  ef- 
Tome  II,  L 
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pérer  avant  qu'on  ait  trouvé  une  valeur  de 
X ,  telle  que  la  formule  devienne  un  quarre« 
Suppofons  donc  que  nous  ayons  trouvé 
que  notre  formule  devient  un  quarre  dans 
le  cas  de  x:=:zzk  _,  ou  que  a~\-hh-\-chh-\-dh^ 
^ c II*  z::^ k k  ^  fi  nous  faifons  x:^^-^^  y 
nous  aurons  une  nouvelle  formule  dans  la- 
quelle le  premier  terme  fera  k  k ,  c'efl-à- 
dire  un  quarre  ,  &  qui  par  conféquent  re- 
tombera dans  le  premier  cas.  On  peut  aufH 
faire  ufage  de  cette  transformation  ,  après 
avoir  déterminé  par  les  méthodes  précé- 
dentes une  des  valeurs  de  x ,  par  exem- 
ple x^^/ii  on  n'a  qu'à  faire  alors  x^zz/i-^y^ 
&  on  parvient  à  une  nouvelle  équation  fur 
laquelle  on  peut  opérer  de  la  même  ma- 
nière. Les  valeurs  de  x  qu'on  aura  trou- 
vées de  cette  façon  ,  en  fourniront  de  nou- 
velles ;  celles-ci  encore  d'autres,  &  ainfî 
de  fuite. 

138. 

Mais  il  efl  fur -tout  à  remarquer  qu'on 
ne  peut  en  aucune  manière  efpérer  de  ré- 
foudre  les  formules  où  le  fécond  &  le  qua- 
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ttieme  terme  manquent,  avant  que  d'avoir, 
pour  ain{î  dire ,  trouvé  une  folulion  ;  Sc 
quant  au  procédé  qu'il  faut  fuivre  après  cela , 
nous  allons  le  mettre  fous  les  yeux  en  l'ap- 
pliquant à  la  formule  a-\-ex* ,  qui  eu.  une 
de  celles  qui  fe  préfentent  le  plus  foiivent. 

Suppofons  donc  qu'on  ait  trouvé  une 
valeur  x=ä,  &  qu'on  ait  a-\-ek''  z=kk  ^ 
fi  l'on  veut  trouver  par-là  d'autres  valeurs 
de  AT ,  on  fera  x=:/i-^y  ,  6c  il  faudra  que 
la  formule  fuivante  ,  a-\^eh* -^46/1^ y 
-^6e/i/iyy-\-4£/iy^  -\-ey\  foit  un  quarre; 
or  cette  formule  revenant  à  celle-ci,  kk 
^4^^^y-\-  ddihyy-Aç-^ehy^  "Y^J*^  >  appar- 
tient à  la  première  de  nos  trois  efpeces  ; 
ainfî  nous  ferons  fa  racine  quarrée  c=/c-[-£y 
*\-qyy ,  &  la  formule  elle-même  par  con- 
féquent  égale  auqLiarré  ^^-\-'^^py~\-'i'kqyy 

+ppyy 

'-\-'i'Pqy^  ~\-qqy* ,  d'oii  il  faudra  d'abord 
chafîer  le  fécond  terme  en  déterminant  p 
&  ^  en  conféquence ,  c'eft-à-dire  en  faifanc 

4eh'^:=zikp,  ou  /?=!=• — r— ,  &  6ehh-=:ikq 

Lij 


1^4  E    L    É    M    E    N    s 

.  6ehh—pp  "lelilikk — leeh 

+^^'  °"  ?="-ii^  ^  - — k' 

ehh{'ikk—ieh'^)              ^         eh/i(kk-\-ia) 
=z '-J, ^,  ou  enfin ^= -^3 % 

à  caufe  de  e/i*=zkk  —  a  y  après  cela  les 
termes  reftans ,  divifés  par  y^ ,  donneront 
4e/i-\-eyzz:zip(^-^^^y ,  d'où  l'on  tire  y 

:=^z Li  j  le  numérateur  de  cette  frac- 

qq—e 

tion  peut  fe  mettre  ibus  la  forme 

Ackk* — Aee/i^  (kk-\-ia)  ,  -     , 
^>~^ ^  °^  '    ^  ^^^^^  ^^ 

ch^^^kk  —  ^,  fous  celle-ci, 

4e/ik^  —  4e/i(kk  —  a)  Çkk-\-ia) 

F 
4e/i{ — akk-j-2a*  ) ^aeh^ia — kk) 

Quant  au  dénominateur  qq — e  ,  il  devient 

^e{kk--a){kk-\-iay  —  ek' 

e{'i)ak^ — 4^^) ea^t^k*  —  ^aa)        .    _ 

;=  — ^6 —  p  ^*    *iiî"i 

1  1  u  1,'  r  iaeh{ia — X:/:) 
la  valeur  cherchée  lera  y:= p 
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k^  zhkk(ia-kk) 


*     f    z-4 S  ,  OU  yr^ — Ti ,  tx  par 

-,  h(>^akk-k*-Ac2a) 

conlequent  x=^— — nr •»  o^i  -^ 

h{k^—Sakk  +  4aa)      ■ 

4^^  —  3  /c 

Si  donc  on  fubftiîue  cette  valeur  de  x 

dans  la  formule  a-j-^A'^,  elle  devient  un 

quarre  ;  &  fa  racine ,  que  nous  avions  fup- 

pofée  ^-{"PJ-l-^yj ,  aura  cette  forme, 

'                -^k^—z^aa 
.    i6knk-a){kk  +  ia)(ia-kky 
4 Uk^^^-IPy '     P^^CS 

que,  comme  nous  avons  vu,  p^^—r-y  q 

ehhfkk+ia)      _  AhkkCia-kk) 

=  — T> .  ^  J=-]F^^^- 

139. 

Continuons  de  confidérer  la  formule  a 
-j-eAr"*,  &  puifque  le  cas  a-\-eh*  z=kk  eil 
connu,  regardons -le  comme  fournifTant 
deux  cas  difFérens  à  caufe  de  xz=^-\-/i  Se 
de  x=:  —  Ay  nous  pourrons  par  cette  rai- 
fon  transformer  notre  formule  en  une  autre 

L  iij 
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de  la  troifiome  efpece  ,  clans  laquelle  le 
premier  tk  le  dernier  terme  font  des  quarrés. 
Cette  transformation  Ce  fait  par  un  artifice 
qui  eil  fouvent  d'une  grande  utilité  ,  &  qui 
confnle  à  faire  x=-— —  y  la  formule  de- 

vient  par-la  =^-^^ —    (^~^y ' 

ou  bien 

kk^4kk-xa)y^(ikkvyJ^j^(kk—^a)y^-{.kky^ 

-        ^  (pyy  • 

Qu'on  fuppofe  la  racine  de  cette  for- 
mule ,   conformément   au  troifieme  cas , 

^l^PI — 7r^9  eri  forte  que  le  numérateur 

de  notre  formule  devra  être  égal  au  quarre 
kk-^ikpy—ikkyy  —  zkpy'-\-kky'i  que 

+ppyy 

l'on  chafTe  les  féconds  termes ,  en  faifant 
j^kk  —  %az:^ikpj  ou  p=^^'  l^" ',  qu'on  di- 
vife  les  autres  termes  par  yy ,,  &  on  aura 
6kk-^A(kk  —  ia)y  :=r  —  ikk  -\-pp  —  2  kpy  , 
OU  yi^kk  —  8(2-j-2A/7)=/7/7 — ^kk; 
or  pz^-^-  y  &  pkzz=2kk — 4a  ,    ainfi  y 

,_,,  .    .  ^k"*  —i6akk-{-i6aa      ^ 
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— k*  —  AakkA-iaa       ^.  , 

€=z j ,  ,    f-, ' — - — .    Ol  nous  voulons 

kk^ikk — 4a) 

trouver  maintenant  x ,  nous  avons  d'abord 

lieu  ,-y^^^^^y  ainfil^ 

k"^  —  Sakk-\-4aa      „  ^, 

t::^ !__i — j   0^:  par  conlequent 

3A:'* — 4aa  ^  ^ 

k"^ — ^akk-\-4aa    ,  ,        ,   ^ 

x=::^ î ' .A  y    mais   c  elt    au 

3  k"^ —  4aa 

refte  la  même  valeur  que  nous  avons  déjà 
trouvée  ci-deiTus. 

140. 

Soit ,  pour  appliquer  ce  réfultat  à  un 
exemple,  la  formule  ix'^ — i  qui  doive 
devenir  un  quarre.  Nous  avons  ici  a= — i 
3c  e-^^zzi  ',  &  le  cas  connu  où  la  formule 
ell  un  quarre ,  eft  celui  où  x:z=i  ;  aînfî  k 
=  1  & /:)^:=i ,  c'eft-à-dire  ^:==i.  Donc 

nous  aurons  la  nouvelle  valeur  ^=i^^^^^ 

3-4 

=:' — 13;  &  puifque  la  quatrième   puif- 
fance  de  x  fe  trouve  feule  ,  on  peut  écrire 

L  fv 
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aufîi  .T=::-j-i3,  &:  de-Ià  réllilte  2^^  —  1 
=  57i2i  =  (239y. 

Si  nous  regardons  à  préfent  ceci  com- 
me le  cas  connu,  nous  avons  /^:=i3  &  k 
r=:239,  &  nous  obtenons  une  nouvelle 

valeur  de  x,  qui  elt   ^^^^^1072.^2784884-4 
i  Z4471 92163-4 

,-__  815959213  j- 106074697^9 

•  3   2447192159*  3   2447191159' 

141. 

Nous  allons  confidérer  de  la  même  ma- 
nière la  formule  un  peu  plus  générale ,  a 
^cxx~\-ex\  &  nous  prendrons  pour  le 
cas  connu ,  où  elle  devient  un  quarre ,  x 
=  /zy  de  forte  que  a-'\-chh'-\-eh'^=:::zkk. 

Suppofons  donc ,  afin  de  trouver  par-là 
d'autres  valeurs ,  que  xr=.h-\-y ,  &  notre 
formule  prendra  la  forme  fuivante  : 

a 
ckh-\-ichy  -\-cyy 
e  h*  -\-  4eh^ y  --^  6e/ihyy -^ 4ehy^  ~hO^ 

kk-{-(ick-\-4e/i^)y-\-(c-^6e/ik)yy-\-4eAy^-\-ey\ 

Le  premier  terme  étant  un  quarre ,  nous 

fuppoferons  que  la  racine  quarrée  de  cette 
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formule  eft  ^-\-py-\-qy'y  i  ^  la  formule 
eile -même  devra  être  égale  au  quarre  kk 
+  ikpy-\-ikqyy-\-ipqy'-\-qqy'i    déter- 

-^ppyy 

minons  à  préfent  /?  &  ^ ,  afin  de  retran- 
cher les  féconds  &  les  troifiemes  termes, 
nous  aurons  pour  cet  effet  ich-^r^eJv  =  ikp , 

OU./7  =  — -Ç ,  &  c-\-6ehh^zzikq-j--pp  y 

ou  q=^'^  [k~^^ i  maintenant  les  termes  fui- 
vans  étant  divifés  par  j' ,  fe  réduifent  à 
l'équation  j^eJi  -\-ey=:^ipq-\-qqy  ^  qui  donne 
enfin  y  =1:-^^^,  &:  par  conféquent  auflî 
la  valeur  xz=zh-\-y  ,  qui  fait  que  la  racine 
quarrée  de  notre  formule  eft  k-^py-^qyy. 
Si  après  cela  nous  regardons  ce  nouveau 
cas  comme  le  cas  donné ,  nous  pourrons 
trouver  un  autre  nouveau  cas ,  &  conti- 
nuer de  la  même  manière  autant  que  nous 
voudrons. 

142. 

Rendons  l'article  précédent  plus  clair, 
en  l'appliquant  à  la  formule  i  — xx-^x' , 
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dans  laquelle  az=z\  ,  c= — i  &  e:=i.  Ort 
voit  aufîi-tôt  que  le  cas  connu  eft  .v=i  , 
&  qu'ainiî  kz::^i  6c  k=:^i.  Si  nous  faifons 
donc  A:=i-|-jy,  &  la  racine  quarrée  de 
notre  formule  =zi-^py-\-qyy  ^  il  faudra 
d'abord  que  /?:=i  &  enfuite  q:=i  ;  &  ces 
valeurs  donnent  j)/=o  &  .t::=i  ;  or  voilà 
le  cas  connu  ,  &  on  n'en  a  pas  trouvé  un 
nouveau  ;  mais  c'efl:  qu'on  peut  prouver 
d'autre  part  que  la  formule  propofée  ne  peut 
devenir  un  quarre  que  dans  les  cas  de  x 
:^o  &  de  x=^+i^ 

143. 

Soit  donnée  auffi  pour  exemple  la  for- 
mule   2 3.YX-|-2A:^,  ou  a:=2,   C^^ — 3 

&L  e=2.  Le  cas  connu  fe  trouve  aiîément  ; 
il  eft  a:=:i  j  ainfî  Ai^i  &  /::=i.  Si  donc 
on  fait  xz=^i-\~y  ,  &  la  racine  =i--i-}-/7y 
-p^yy,  on  a  /jrzzi  &  ^=4,  &  de-là  ré- 
fulte  jK=o  &  x=^i  j  ce  qui  n'eft ,  comme 
ci-defTjs ,  rien  de  nouveau. 
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144. 

Autre  exemple.  Soit  la  foraiule  i-\-%xx 
-j-a:%  oii  a=z:i  ,  cz=8  &  e^^i»  Une  lé- 
gère confidération  fuifit  pour  remarquer 
le  cas  fatisfaifant  x^zzzz-,  car,  en  fuppo- 
fant  h:=:zi ,  on  trouve  ^=^7  ;  ainfi  faifant 
^=^+7»  ^  ïa  racine  :=7+;?)'+2;/j/, 
on  aura  p=—  &  a;=}^,  d'où  réfulte  y 
— _îiL°  &  ;cr=—  ^,  &  on  peut  omet- 

29'.  I  291 1  '  r 

tre  dans  ces  valeurs  le  iigne  moins.  Mais 
obfervons  de  plus  dans  cet  exemple  ,  que , 
puifque  le  dernier  terme  eft  en  foi  déjà 
un  quarre ,  &  qu'il  doit  donc  demeurer  aufll 
un  quarre  dans  la  nouvelle  formule  ,  on 
peut  également  appliquer  ici  le  procédé 
indiqué  pour  les  cas  de  la  troifieme  efpece. 
Soit  donc  comme  auparavant  jt:::^  i-j-j/, 
&  nous  aurons 
I 

49-f-64j+3  ^yy'\~%y'  +r , 

expreflion   qu'on  peut  maintenant  tranf- 
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former  en  un  quarre  de  plufieurs  manières* 
Car  d'abord  on  peut  ruppcfer  la  racine  =7 
"-^rPy-^-yy  ?  &  par  conféquem  la  formule 
égale  au  quarre  4()-\-\ 4py-\-i 4vy-\-ipy^ 

+ppyy 

^y'^ j  faire  évanouir  les  pénultièmes  ter- 
mes par  la  fuppofition  de  ip::^S  ^  ou  de 
p^=:4  -y  divifer  les  autres  termes  par  y  ,  & 
tirer  de  l'équation  64-]-}iy  =  i4p-\-i4y 
-\-ppy::i=:i^6'-{-^}oy  j  la  valeur  y==: — 4  & 
x::::^: — 2  ,  OU  x=-|-2  ,  06  qui  n'ell  à  la  vé- 
rité que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  fi  l'on  cherche  à  déterminer  p  de 
façon  c[ue  les  féconds  termes  difparoilTent, 
on  aura  i4/;=64,  d^p^z^y-,  &  les  au- 
tres termes ,  divifés  par  yy  ,  formeront 
l'équation  i4-\-pP+W—}^+^y^  0"^° 
+  'fy=}  2+8/  ,  d'où  l'on  tire  jk---'^, 
&:  par  conféquent  x= — y-,  ou.r=:r,-{- i^; 
&  cette  valeur  transforme  notre  formule 
en  un  quarre,  dont  la  racine  eft  '—.  De 
plus,  comme  — yy  n'eft  pas  moins  la  ra- 
cine du  dernier  terme  que  ne  l'efl  -{-yy. 


JD' A    L    G    E    B    R    E,  I73 

on  peut  auffi  fuppofer  la  racine  de  la  for- 
mule z:=rj-^py — yy  ^  OU  la  formule  même 

^ppyy  ^ 

évanouir  les  termes  pénultièmes ,  en  fup- 
pofant  8:=^ — 2^,  ou/7=:z  — 4  j  &  divifant 
les  autres  par  v  ,   on  trouvera  64 -[-32V 

— 14/^—147+/'/'/— —5^+-/ î  ce  qui 
donne  j^=::=  —  4  ,  c'efl-à-dire  de  nouveau 
le  cas  connu.  Que  fi  Ton  vouloir  chalTer 
les  féconds  termes,  on  auroit  64r=:i4^, 
&./?  =  —;  par  conféquent  en  divifant  les 
autres  termes  par  yy ,  on  obtiendroit  3  2 

+8y^—  I  A-\-PP—^Fy  5  ou  3  2-|-8jK=  ^^ 
• — —y-i  d'où  l'on  tireroit  y:=  —  ^&  x 
r^Ijl  ^^ ,  c'eil-à-dire  les  mêmes  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  ci-delTus. 

145. 

On  peut  procéder  de  la  même  manière 
à  l'égard  de  la  formule  générale  a~^bx 
^cxx-^dx"^  -\-ex^ ,  quand  on  connoît  un 
cas  comme  x^^::;^  ,  dans  lequel  elle  devient 
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un  qiiarré  kk  ;  la  méthode  eil  toujours  de 
fuppofer  enfuite  x:=:z^h->ry  ;  on  obtient  par-là 
une  formule  d'autant  de  termes  que  l'au- 
tre ,  &  le  premier  defquels  efl:  kk  ;  fi  après 
cela  on  exprime  la  racine  par  J<-+py-\-qyy  > 
&  qu'on  détermine  ^  &  ^  de  manière  que 
les  féconds  &  les  troifiemes  termes  difpa- 
roiffent  auffi ,  les  deux  derniers ,  pouvant 
être  divifés  par  jy^  ,  fe  réduifent  à  une  (im- 
pie équation  du  premier  degré,  de  laquelle 
on  tire  facilement  y  ,  &  par  conféquent 
auffi  la  valeur  de  x. 

Mais  on  fera  cependant ,  comme  aupa- 
ravant ,  obligé  d'exclure  un  grand  nombre 
de  cas  que  donne  cette  méthode  ;  favoir 
ceux  où  la  valeur  qu'on  trouve  pour  x , 
n'efl:  autre  que  celle  de  x:z^h,  qui  étoit 
donnée  ,  &  dans  lefquels  par  conféquent 
on  n'a  pas  fait  un  pas  en  avant  j  ces  fortes 
de  cas  indiquent  ou  que  la  formule  ell  im- 
poffible  en  elle-même,  ou  qu'il  faudroit 
trouver  encore  quelqu'autre  cas  où  elle 
devînt  un  quarre. 
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146. 

Et  voilà  jufqu'oii  on  eft  parvenu  jurqu'à 
préfent  dans  la  réfolution  des  formules  qui 
font  affe61ées  du  fîgne  de  la  racine  quarrée. 
On  n'a  fait  encore  aucune  découverte  pour 
celles  où  les  quantités  qui  font  fous  le  (igne 
pafl'ent  le  quatrième  degré ,  &  lorfqu'il  fe 
préfente  des  formules  qui  renferment  la 
cinquième  puiiTance  ou  une  puifTance  plus 
haute  de  x^  les  artifices  que  nous  avons 
développés  ne  fuffifent  pas  pour  les  ré- 
foudre  ,  quand  même  on  auroit  un  cas 
donné. 

Pour  qu'on  puifTe  mieux  fe  convaincre 
de  la  vérité  de  ce  que  nous  difons ,  nou« 
confidérerons  la  formule  kk-^bx~\-cx x 
*^dx'^-^cx^-\-fx''  y  dont  le  premier  terme 
eil  déjà  un  quarre.  Si  on  vouloir ,  ainfi 
qu'auparavant ,  fuppofer  la  racine  de  cette 
formule,  ^=:zk-\-px'\-qxx ^  &  déterminer 
/?  &  ^  de  manière  à  faire  difparoître  les 
féconds  &  les  troifiemes  termes ,  il  refhe- 
roit  cependant  toujours  encore  trois  termes 
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qui^  divifés  par  ;c5,  formeroient  une  équa- 
tion du  fécond  degré ,  &  on  ne  pourroit 
évidemment  exprimer  x  que  par  une  nou- 
velle quantité  irrationnelle.  Mais  voulût- 
on  fiippoier  la  racine  :zzz:.k-\-px-\-qxx-^rx'^  y 
fon  quarre  monteroit  à  la  iixieme  puilTance, 
&  quand  même  ,  par  conféquent ,  on  dé- 
termineroit  /? ,  ^  &  a  de  façon  à  retrancher 
les  féconds ,  troi(iemes  &  quatrièmes  ter- 
mes ,  il  n'en  refteroit  pas  moins  la  qua- 
trième ,  la  cinquième  &  la  fixieme  puif- 
fance  ;  &  en  divifant  par  x"^ ,  on  ne  laif- 
feroit  pas  d'avoir  une  équation  du  fécond 
degré  ,  qu'on  ne  pourroit  réfoudre  fans  le 
fecours  d'un  figne  radical.  On  voit  par-là 
qu'en  effet  nous  avons  épuifé  ce  qu'il  y 
avoit  à  dire  fur  les  formules  qui  doivent 
être  transformées  en  des  quarrés ,  8c  il  ne 
nous  refte  qu'à  paffer  aux  quantités  affec- 
tées du  figne  de  la  racine  cubique. 

Chapitre 
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CHAPITRE     X. 

De  la  Méthode  de  rendre  rationnelle  la  for- 

mule  irrationnelle  y  a-[-bx-j-cxx-[-dx^ 

147. 

\J  N  cherche  donc  à  préfent  des  valeurs 
de  x^  telles  que  la  formule  a-\-hx-\-cxx 
'^-dx^  devienne  un  cube ,  &  qu'on  en  puifle 
extraire  la  racine  cubique.  Nous  prévien- 
drons aufli-tôt  qu'on  ne  pourroit  efpérer 
aucune  folution  de  cette  eipece,  fî  la  for- 
mule pafîbit  le  troifîeme  degré  j  8r  nous 
ajouterons  que  fî  elle  n'étoit  que  du  fécond 
degré,  c'eft-à-dire  que  le  terme  dx^'  dif- 
parût ,  la  folution  n'en  deviendroit  cepen- 
dant pas  plus  facile.  Quant  au  cas  où  les 
deux  derniers  termes  difparoîtroient  ,  & 
dans  lequel  ce  feroit  la  formule  a~\-bx  qu'il 
s'agiroit  de  réduire  en  cube ,  on  voit  afTez 
qu'il  ne  fouffre  aucune  difficulté  ^  &  qu'on 
n'a  qu'à  faire  a-\-hxz=:p^ ,  pour  trouver  fur 

le  champ  x=J-—f — . 

Tome  IL  M 


îyS  E   L    Ê    M   E    N   s 

148. 

Nous  devons  remarquer  de  nouveau , 
STant  que  d'aller  plus  loin  _,  que  lorfque 
ni  le  premier  ni  le  dernier  terme  ne  font 
6qs  cubes,  on  ne  doit  pas  penfer  à  réfoudre 
la  formule ,  à  moins  qu'on  ne  connoifTe  déjà 
un  cas  où  elle  devient  un  cube ,  foit  que 
ce  cas  fe  préfente  naturellement ,  foit  qu'on 
ait  été  obligé  de  le  chercher  par  le  tâton- 
nement. 

Ainfi  nous  avons  d'abord  trois  efpeces 
de  formules  à  confidérer  :  l'une  a  lieu  quand 
le  premier  terme  eft  un  cube  j  &  comme 
alors  la  formule  s'exprime  p2ir p-\-bx-^cxx 
-~\-Jx'^  y  on  s'apperçoit  immédiatement  que 
le  cas  connu  eft  celui  de  x=zq,  La  féconde 
efpece  comprend  la  formule  a-^-bx-^cxx 
*-\-g^x\  c'eft- à-dire  le  cas  où  le  dernier 
terme  eft  un  cube,  La  troifieme  efpece 
enfin  eft  compofée  des  deux  premières , 
&  comprend  les  cas  dans  lefqueis  tant  le 
premier  terme  que  le  dernier  terme  eft  un 
cube. 
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Premier  cas.  Soit  f  '^-\-hx-^cxx-^dx''  la 
formule  propofée  qu'il  s'agit  de  transformer 
en  un  cube. 

Suppofons  que  fa  racine  foit  zr=f-^pxy 
&  par  conféquent  que  la  formule  foit  égale 
au  Q.\:^Q  p-\-'i^ffpx-^'i^fppxx-\-p'x''  ;  com- 
me les  premiers  termes  difparoiflent  d'eux- 
mêmes  y  nous  déterminerons  p  de  façon  à 
faire  difparoître  aufîi  les  féconds  termes, 
favoir  en  faifant  hzzzi'^ffp^  ou  /7z=-^; 
préfentement  les  termes  reilans ,  étant  di- 
vilibles  par  xx ,  donnent  c-\-dx^:=z'i^fpp-^p''x  , 

ainfi  x=zz ^-^-^, 

p' — i 

Si  le  dernier  terme  dx"'  ne  s'étoit  pas 

trouvé  dans  la  formule  ,  on  auroit  pu  fup- 

pofer  amplement  la  racine  cubique  =/\ 

&  on  auroit  eu  f'^=::zp-^hx-\'cxx ^  ou  b 

-\-cx^=^o  &  :rr= — -y  mais  cette  valeur 

n' auroit  pu  fervir  à  en  trouver  d'autres. 


M  ij 
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Deuxième  cas.  Si  en  fécond  lieu  l'expref- 
fîon  propofée  a  cette  forme ,  a-^-bx-^-cxx 
•^g^x'' ,  on  indiquera  fa  racine  cubique  par 
p+gx ,  dont  le  cube  ^^ p^-\-'^gppx-\-'^ggpx 
-j-^'a:'  ,  de  forte  que  les  derniers  termes 
fe  détruifent  ;  maintenant  qu'on  détermine 
p  de  façon  qu'auffi  les  pénultièmes  difpa- 
roiffent  :  cela  fe  fera  en  fuppolant  cz^zyggp 
ou  p=—  ,  &  les  autres  termes  donneront 

enfuite  a-^-hx^rp^-i^-^gp^x ,  d'où  l'on  tire 

a — p' 

x= '—,. 

y;pp—b 

Si  le  premier  terme  a  avoit  manqué  ,  on 

auroit  pu  fe  contenter  d'exprimer  la  racine 

cubique  par  gx  ,  &  on  auroit  eu  g"' x''cz=ibx 

-^-cxx-^g^x^  ou  o=:^b-^cx,  donc  a::= — -; 

mais  cette  valeur  ordinairement  ne  fert  de 

rien  pour  en  trouver  d'autres. 

151. 

Troißeme  cas.  Soit  enfin  troifiémement 
la  formule  p-^-bx-^-cxx^g'x'  ^  dans  la-. 


d'  A   L    G    E   B    R    E.  l8l 

quelle  le  premier  &  le  dernier  terme  font 
des  cubes  ;  il  eft  clair  qu'on  pourra  la  traiter 
comme  l'une  &  comme  l'autre  des  deux 
efpeces  précédentes  ,  &  par  conféquent 
qu*on  pourra  obtenir  deux  valeurs  de  x. 

Mais  outre  cela  on  peut  auffi  faire  la  ra- 
cine z=:f-^gx^  puis  égaler  la  formule  au 
cube  P'\-{ffgx+^fggxx-\-g'x> ,  &  à 
caufe  que  les  premiers  &  les  derniers  ter- 
mes fe  détruifent ,  &  que  les  autres  font  di- 
vifibles  par  x ,  parvenir  à  l'équation  h-^cx 
=3j!&+37k^  »  qui  don^e  ^=*gff. 

I  52. 

Lorfqu*au  contraire  la  formule  propofée 
n'appartient  à  aucune  des  trois  efpeces  ci- 
deflus ,  on  n^a  d'autre  reiTource  que  de 
chercher  à  trouver  une  valeur  qui  change 
cette  formule  en  un  cube  ;  enfuite  ayant 
trouvé  une  telle  valeur ,  par  exemple ,  x 
=  A,  de  forte  que  a-\-bh'\'chh'-\-dh^=zk' 
on  fuppotfe  x=:zh-\-y ,  &  fubftituant  on 
trouve 

M  iij 
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a 

bh-^hy 
chh-\-i  c  hy  -^cyy 
dh^-^'^  dh  hy-^-  3  dh  vy~\-dy  ' 

k?  ^^{^b-y^ch-\■'»^dhh')y  -\-(^c-\-'i,dh')yy-\-dy'^» 

Cette  nouvelle  formule  appartenant  à  la 

première  efpece  ,  on  fait  comment  on  doit 

déterminer  j>^ ,  &  on  trouvera  par-là  une 

.r.ouvelle  valeur  de  x ,  qu'on  pourra  faire 

fervir  enfuite  à  en  trouver  d'autres. 

153- 

Eclairciffons  cette  méthode  par  quelques 
exemples ,  &  fuppofons  d'abord  qu'on  de- 
mande que  la  formule  \^x-^xx  ^  qui 
appartient  à  la  première  efpece  ,  devienne 
un  cube.  Nous  pourrions  faire  aufli-tôt  la 
racine  cubique  r:ri ,  &  nous  trouverions 
x-^-xx^o  ^  c'eft-à*dire  .r(i-|-;c)=o,  & 
par  conféquent  ,  ou  x=:zo  ou  x:=:=,  —  i  ; 
mais  nous  ne  pourrions  rien  conclure  de-là. 
Ecrivons  donc  pour  la  racine  cubique  i 
*\-px  ^  &  comme  le  cube  en  eft  ^-\-'^px 
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*\- '^ P P X' -\- P' ^''  >  iious  aurons  i^-i^p 
ou  p=\  ;  moyennant  quoi  les  autres  ter- 
mes étant  divifés  par  xx  ,  donnent  i:=^'^pp 

.  I — 'ipp  j        .  ^ 

-i^p'^x ,  ou  x:=Z' 7^^  ;  or  p=^-  ;    amu 

'  *  p'  •*       > 

x=i\-=::\%^  &  notre  formule  eft  i-j-iS 

4-324=343  ,  &■  la  racine  cubique  ,  i+/?jx: 
=  7.  Si  nous  continuons  à  préfent ,  en  fai- 
fant  j!frizi8-|-y ,  notre  formule  prendra  la 

forme  343-|-37y~hxy  >  ^  ^^.  faudra  par  la 
première  regle  en  fuppofer  la  racine  cu- 
bique =  j-^py  ;  en  la  comparant  après 
cela  avec  le  cube  343-|-i47yt?y-|-2i/7/?vy 
-|-/>y ,  nous  voyons  qu'il  faut  faire  37 
=1 47/3 ,  ou  pz=z^  ;  les  autres  termes  don- 
nent en  ce  cas  l'équation  i:=iipp-^py  ^ 

d'où  nous  tirons  la  valeur  de  y= — ^ 

^  P' 

340.1 21.147  1049780 

=-' — —, — ^=-w>  qui  peut 

conduire  de  la  même  manière  à  de  nou- 
velles valeurs» 

M  ir 
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154. 

Soit  propofé  d'égaler  à  un  cube  cette 
autre  formule  ï-\-xx.  Comme  on  trouve 
affez  aifément  le  cas  ji;=5  ,  nous  ferons 
auffi-tôt  jc=5-|-yj  &  nous  aurons  ly-j-ioy 
*^yy  ;  nous  en  fuppoferons  la  racine  cu- 
bique =  T,-\-py^  ainfî  la  formule  même 
=27+27/?y4-9/'£Xr+/''jK' ,  &  nous  au- 
rons  à  faire  10=27/? ,  ou  /?=^  j  donc  i 

= — ^9  ^  ^=™  j  par-là  notre  formule 

1000  '  1000  '  r 

devient  i-^-xxzzz:— — ^,    dont  la  racine 
cubique  ne  peut  manquer  d'être  "^-{-py 


119 
100' 
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Voyons  aufîî  fi  cette  formule-ci ,  i-f-^', 
peut  devenir  un  cube  hors  des  cas  évidens 
de  x=:zOy  &  de  x=z — i.  Nous  rémar- 
quons d'abord  que  ,  quoique  cette  formule 
appartienne  à  la  troifîeme  efpece  ,  la  ra- 
cine i-^-x  ne  nous  efl  cependant  d'aucun 
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ufage,  parce  que  fon  cube  i-f-3Jc-f-3Ar^ 
^x',  étant  égal  à  la  formule,  donne  t^x 
Ji^T^xx=:o  ,  ou  x{i-\-x)^=o ,  c'eft-à-dire 
de  nouveau  a:  =  o,  ou  a:=  —  i. 

Que  fi  nous  voulions  faire  x=. — i-f-y, 
nous  aurions  à  transformer  en  cube  la  for- 
mule 3j^ — '^yj'^y^  •>  ^"i  appartient  à  la 
féconde  efpece  ;  ainfi  fuppofant  fa  racine 
cubique  =p-\-y  ^   ou  la  formule  même 

égale  au  cube  p''^'^ppy-\rl>pyy~\'y'  ?  "^'^^ 
aurions  — 3=3/^  ou  /?=  —  i ,  &  de-là 
l'équation  '^y=p'-^'^ppy=:^ — i4"3JK*  ^"* 
donne  jy  =  ^ ,  ou  infini  j  de  forte  qu'on  ne 
tire  aucun  parti  non  plus  de  cette  féconde 
fuppofition.  Il  ne  faut  pas  s'en  étonner,  & 
c'eft  en  vain  qu'on  chercheroit  d'autres 
valeurs  pour  x  ;  car  il  efl  démontré  que 
la  fomme  de  deux  cubes  ,  comme  û-\-x'' , 
ne  peut  jamais  devenir  un  cube  ;  ainfi ,  en 
faifant  /::==i  ,  il  eft  clair  que  la  formule, 
i-\-x'^ ,  ne  peut  devenir  un  cube  que  dans 
les  cas  que  nous  avons  dir. 
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I  5Ö. 

On  trouvera  pareillement  que  la  for- 
mule, 2-|-a:',  ne  peut  devenir  un  cube 
que  dans  le  cas  a:= — i.  Cette  formule 
appartient  à  la  féconde  efpece  ;  mais  on 
ne  peut  y  appliquer  la  regle  donnée  pour 
ce  cas  ,  parce  que  les  termes  moyens  man- 
quent. Cell  en  fuppofant  x:=. — i-f-^  1  ^^ 
qui  donne  i-|-3J/^ — 3JKy~hyS  qu'on  peut 
traiter  la  formule  fuivant  tous  les  trois  ca-; , 
&  qu'on  peut  fe  convaincre  de  la  vérité 
de  ce  que  nous  avançons.  En  efîet ,  fi  dans 
le  premier  cas  on  fait  la  racine  =z:i-]^y  ^ 

dont  le  cube  eft  i+3jy'-l-3JKy"f'y  '  ^"  ^ 
' — -^yyzzz^-^yy  ,  ce  qui  ne  peut  être  vrai  que 
lorfquey=:o.  Qu'on  fuppofe ,  d'après  le 
fécond  cas,  la  racine  :zir — i-j-J/?  ou  la 
formule  =:^ — ï+3y — 3J7~hy'j  ^n  aura  i 
^3yz== — i--|~3y>  &  y  r=:^  ou  une  valeur 
infinie.  Le  troilîeme  cas  enfin  exigeroit 
qu'on  fupposât  la  racine  i-f-j/^  ce  qu'on 
a  déjà  fait  pour  le  premier. 
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Soit  propofée  aufli  la  formule  3-^3.^^ 
qui  doive  devenir  un  cube  :  ce  cas  a  lieu 
premièrement  fi  y= — i  ,  mais  on  n'en 
peut  rien  conclure ,  enfuite  aufli  quand  x 
r=  2.  Qu'on  fuppofe ,  à  caufe  de  ce  fécond 
cas,  x=::i-^y,  on  aura  la  formule    27 

4"3^^~l~'^JKy~|"3T>  ^  comme  elle  eft 
de  la  première  efpece,  on  fera  fa  racine 
=  3-|-/?jy,  dont  le  cube  eft  ly^iypy 
^9Fpyy^P'y^  i  comparant  maintenant, 
on  trouve  ^ô^^^ijp  ou /j^j,  &:de-làré- 
fulte  l'équation  iS-^-'^y^zt^pp-^py^ziô 
+^JK?  qui  donne  j=^,  &  par  confé- 
quent  x=z^.  Donc  notre  formule  3+3^' 
^^^ — 4"^'  ^  ^^  racine  cubique  3-|-/u 
=^j  &  cette  folution  fournira  de  nou- 
velles valeurs ,  fi  l'on  en  fouhaite. 

158. 

Confidérons  encore  la  formule  4-\-xx , 
qui  devient  un  cube  dans  deux  cas  qu'on 
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peut  regarder  comme  connus ,  favoir  :y=:i 
&  jtrrrrii.  Si  nous  faifons  d'abord  x=.i 
^\-y  t  ce  fera  la  formule  8-|-4j)^~[~^j^  qui 
devra  être  un  cube  dont  la  racine  foit  2 
-j-^j>',  &  ce  cube  étant  8-j-4^-{"7yy 
'^-^y''-,  nous  trouvons  i:z^~-^—y}  donc 
y=^^  &  x=:i  I  ,  c'eft-à-dire  le  fécond  cas 
donné. 

Si  nous  fuppofons  à  préfent  :x-=:i  i-\-y  9 
nous  avons  ii'^-\-izy-\-yy ^  ce  qui  étant 
égalé  au  cube  de  5  -|~/y  ?  ou  à  1  ^^~\-7')Py 
+^')PPyy-\-p'y'->  donne /?=^y,  &  par- 
là    i=:,i^pp^p>y  ^  ou  p'y=i  —  i^pp- 

==—3-7';  &  par  confequentjK=— 1^6^, 

10648 

Puifque  x  peut  également  être  négatif 

&  poiitif,  fuppofons  xz=.^^  ,   &   notre 

r        1     j     .     j     84-8yy  .    ,  . 

tormule  deviendra  7 7-,   ce  qui   doit 

Ci— rr 

être  un  cube  ;  multiplions  donc  les  deux 
termes  par  1 — y  ^  afin  que  le  dénominateur 
devienne  un  cube  ,  &  nous  aurons 

•- ^,    -  '-"ti^ — =^ ,  &  ce  ne  fera  plus  que 

(1— j)' 
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le  numérateur  8 — ^y-\-^yy — SjS  ou,  en 
divifant  par  8  ,  que  la  formule  i — y-\-yy 
— y^  qu'il  s'agira  de  transformer  en  un 
cube.  Cette  formule  fe  rapportant  à  toutes 
les  trois  efpeces ,  conformons-nous  d'abord 
à  la  première  ,  en  prenant  pour  racine  i 
~y i  le  cube  en  eft  i—y+'-yy—^if 
y^  -y  ainfi  nous  avons  i — JK^=r  —  ^JX>  o^ 
27  — 27j=9— j,.  donc  j:=r^^j  donc  I 

+J=rr^  I— /=ITi  ^ö"c  ^  =  11, 
comme  auparavant. 

On  trouveroit  le  même  réfultat ,  en  re- 
gardant la  formule  comme  de  la  féconde 
efpece. 

Enfin ,  fi  on  vouloit  s'en  tenir  à  la  troi- 
fieme  &  prendre  pour  racine  i — y^  dont 
le  cube  eft  i — 3J/-|-3^^ — "^S  on  auroit 
— i+jK=— 3+3^,  &yi=i  5  ainfî  j^=^, 
ou  infini ,  &  par  conféquent  un  réfultat  qui 
n'eft  de  nul  ufage. 

159. 

Mais  puifque  nous  connoifîbns  déjà  les 
deux  cas,  x=zi.  Se  x=:i  i ,  nous  pouvons 
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auffi  faire  x:='^^'  -,  car,  moyennant  cela , 
fi  y=:o ,  on  a  x=i  ',  ôc  fi  y=:=oo  ^  on  a 
;^:=-|-i  I. 

Soit  donc  .rzzz^-^,  &  notre  formule 
devient  4+ ^-i^^^^y     ou 

~^\    ,     ^    )J^^  .  multiplions  les  deux 

termes  par  i-j-JK»  ^^^  ^'■^^  ^^  dénomina- 
teur devienne  un  cube  ,  &  ce  fera  le  nu- 
mérateur %-\-6oy-\~ij'jyy'-\'ii')y'^  qu'il 
s'agira  de  transformer  en  un  cube.  Si  pour 
cet  effet  nous  fuppofions  la  racine  zz^i+^y , 
nous  verrions  difparoître  non-feulement  les 
deux  premiers  termes ,  mais  aufîi  les  der- 
niers. Ce  fera  donc  à  la  féconde  efpéce  que 
nous  rapporterons  notre  formule ,  en  pre- 
nant pour  racine  p-^'jy  i  le  cube  en  elt 

p'-{-i^ppy-{-7^pyy-\-i^yy' j  ^i'^fi  f^o^s 

ferons  ijjz^z'j^p,  ou/7=^,  &  il  en  ré- 
fulte  8 -f  60 y  =zp^ -\-i^ppy^  ou  —  -J^^ 

=  -^^^  ^y^^Z^  d'où  l'on  pourroit 
tirer  une  valeur  de  x. 

Mais  on  peut  fuppofer  auflî  x=^-^^ ^ 
&  dans    ce   cas    notre  formule    devient 
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"•     I— 27-hry  .         (i—jX 

de  forte  qu'en  multipliant  les  deux  termes 
par  I — y^  on  a  8-j-28y-|-89j)^ — 12, 5^^ 
à  transformer  en  un  cube.  Si  donc  nous 
fuppofons,  conformément  au  premier  cas , 
la  racine  =2~|-^j,  dont  le  cube  eft  8 
-|-28jy-|-Vxy~t~^V' ^   "^'■^^    avons    89 

conféquent  j)/=^^g=::^;  d'où  l'on  tire  x 
=11,  c'eft-à-dire  une  des  valeurs  déjà 
connues. 

Mais  confidérons  plutôt  notre  formule 
relativement  au  troifieme  cas,  &  fuppo- 
fons-en  la  racine  z=2 — ^j/  ;  le  cube  de  ce 
binôme  étant  8  —  ^oy-\-i')Oyy — iiijy^, 
nous  aurons  28-|-89j^=  —  öo-j-i^ojy 
donc  y=^,  d'où  l'on  tire  x=z—l^°;  de 
forte  que  notre  formule  devient  =  U2}2li 
OU  égale  au  cube  de  ^ . 

160. 

Voilà  donc  les  méthodes  dont  on  efî:  en 
pofîeflion  quant  à  préfent,  pour  réduire 
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des  formules  telles  que  celles  que  nous 
avons  coniidérées ,  foit  à  un  quarre ,  foit 
à  un  cube  ,  pourvu  que  la  plus  haute  puif- 
fance  de  l'inconnue  ne  paffe  pas  le  qua- 
trième degré  dans  le  premier  cas ,  ni  le 
troifieme  dans  le  fécond  cas. 

On  pourroit  ajouter  encore  la  queflion 
de  transformer  une  formule  propofée  en 
un  quarre- quarre ,  dans  le  cas  où  l'incon- 
nue ne  pafTeroit  pas  le  fécond  degré.  Mais 
on  obfervera  que  fi  une  formule ,  telle  que 
a-^-bx-^-cxx ^  doit  être  un  quarre- quarre, 
il  faut  premièrement  qu'elle  foit  un  quarre, 
après  quoi  il  ne  reftera  qu'à  faire  de  la  ra- 
cine de  ce  quarre  un  nouveau  quarre  ,  par 
les  règles  que  nous  avons  données  pour 
cela.  Que  xx-\-j ,  par  exemple,  doive 
être  un  bi- quarre,  on  fera  d'abord  un 
quarre,  en  prenant  x^z"^^^^  ,  ou  bien 
aufli  x  =  ^^,-  la  formule  alors  devient 

égale  au  quarre  ^^ làll^ — ^l_j_« 

Ö  ^  ^ppqq  • 

^î±l±^^PP±^Pl^   dont  il  faut  tranf- 

former 
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former  la  racine  ^^^"^^^  pareillement  en  un 
quarre  j  qu'on  multiplie  dans  ce  defîein  les 
deux  termes  par  zpq ,  afin  que  le  dénomi- 
nateur devenant  un  quarre  ,  on  n'ait  à  trai- 
ter que  le  numérateur  '^p^i{7Pp-\-^^)'  On 
ne  peut  faire  un  quarre  de  cette  formule , 
qu'après  avoir  déjà  trouvé  un  cas  fatisfai- 
fant  ;  ainfi  fuppofant  q=zp:^^  il  faudra  que 

la  formule  ipp{(7PP-\-ppu)=^P\(7-^ll)  y 
ôc  par  conféquent  auffi  ,  en  divifant  par 
p'^y  que  la  formule  2.{(7~)-{{)  devienne  un 
quarre.  Le  cas  connu  eft  ici  :^  =  i  ,  c'eft 
pourquoi  on  fera  ;^i=:i-|-j/,  &  on  aura 

(^+ij)t§+^j+ar)=i6+2oj4-6xy 

t-}-2j^%  dont  on  fuppofera  la  racine  ^=4 
^^jy;  le  quarre  i6-\-ioy-\-—yy  étant 
égalé  à  la  formule,  donne  6-\-iy^=—  ^ 
donc7=:L&^z^|.  Or  ^=^5  ainri^=9 
&  /7:=8,  ce  qui  rend  x=:^~^  &  la  for- 
mule j-\-xx=:'^^f-^^.  Si  enfin  on  extrait 
la  racine  quarrée  de  cette  fra6lion  ,  on 
trouve y|^,  ck  tirant  encore  de  celle-ci  la 
racine  quarrée  ,  on  trouve  ~  ;  donc  c'efl 
Tome  II,  N. 
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de  ^  que  la  formule  propofée  eft  le  quarré- 
quarré. 

i6i. 

Enfin  nous  avons  à  remarquer  encore 
dans  ce  Chapitre  ,  qu'il  eu:  des  formules 
dont  on  peut  faire  des  cubes  d'une  manière 
tout-à-fait  générale  ;  car  fi,  par  exemple, 
cxx  doit  être  un  cube,  on  n'a  qu'à  faire 

fa  racine  ^^px ,  &  on  trouve  cxx=p'x' , 

c 
ou  c=^p''x  ^  c'efi:-à-dire  Ar^=:  — ,  ou  a:=:c^', 

en  écrivant-  au  lieu  de  p» 

La  raifon  en  efi:  évidemment  que  la  for- 
mule contient  un  quarre  ;  c'eft  pourquoi 
toutes  les  formules,  comme  a(^b-\-cx)% 
ou  abb-\-iabcx-\-ac"xx  ^  peuvent  très-fa- 
cilement fe  transformer  en  cubes.  En  effet, 
qu'on  en  fuppofe  la  racine  cubique  ^=^-j  9 

.  .     ^     {bJr-cxy 

on  aura  l'équation  a(b-\-cxy:^^ ^ , 

b-\-cx 
qui,  divifée  par  (b-^cx)\  donne  a-=.——'y 

d'où  l'on  tire  x=^^^  ~~  ■ ,  valeur  dans  la- 

c 

quelle  q  efi:  arbitraire. 
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Il  eil  bien  clair  par- là  combien  il  efl  utile 
de  réfoudre  les  formules  propoiëes  en  leurs 
fa61eurs  toutes  les  fois  que  cela  eft  poffible  ; 
&  c'eft  donc  une  matière  de  laquelle  nous 
croyons ,  avec  raifon ,  devoir  traiter  au 
long  dans  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE     XL 

De  la  Réfolution  de  la  formule  axx-j-bxy 
-j-cyy  en  [es  facleurs, 

161. 

X-«ES  lettres  x  &:j  ne  (ignifieront  ici  que 
des  nombres  entiers  ;  &  nous  avons  vu 
fuffifamment  dans  ce  qui  a  précédé ,  & 
même  lorfqu  il  falloit  fe  contenter  de  ré- 
fultats  fraftionnaires  ,  que  la  queftion  peut 
toujours  être  ramenée  à  des  nombres  en- 
tiers. En  effet  fi  ,  par  exemple ,  le  nombre 
cherché  x  eft  une  fraftion ,  on  n'a  qu'à 
faire  •^=^,  &  on  pourra  toujours  affigner 
t  de  uQn  nombres  entiers  -,  &  comme  cette 

N  ij 
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fraélion  peut  fe  réduire  à  Tes  moindres  ter- 
mes ,  on  regardera  les  nombres  td>Lu  com- 
me n'ayant  aucun  commun  diviseur. 

Supporons  donc  que  dans  la  formule  pré- 
fente X  ^  y  ne.  foient  que  des  nombres  en- 
tiers ,  &  tâchons  de  déterminer  quelles 
valeurs  on  doit  donner  à  ces  lettres ,  pour 
que  la  formule  obtienne  deux  ou  plufieurs 
faveurs  ^  c'efl  une  recherche  préliminaire 
très-néceffaire ,  avant  que  nous  puifïions 
faire  voir  comment  cette  formule  fe  trans- 
forme en  un  quarre  ,  un  cube  ou  une  puif- 
fance  plus  haute. 

163. 

Trois  cas  fe  préfentent  à  confidérer  ici. 
Le  premier,  quand  la  formule  fe  décom- 
pofe  réellement  en  deux  fafteurs  rationnels, 
ce  qui  arrive  ,  comme  nous  avons  déjà  vu 
plus  haut  y  lorfque  bb — 40c  devient  un 
quarre. 

Le  fécond  cas  eft  celui  ^ù  ces  deux  fac- 
teurs font  égaux ,  &  où  par  conféquent  la 
formule  eil  un  quarre. 
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Le  troifieme  cas  a  lieu  ,  quand  la  for- 
mule n'a  que  des  fafteurs  irrationnels ,  ibit 
qu'ils  fuient  fimplement  irrationnels ,  foit 
qu'ils  foient  même  imaginaires.  Ils  feront 
fimplement  irrationnels,  lorfque  bh  —  j^ac 
fera  un  nombre  poiitif  fans  être  un  quarre  ; 
ils  feront  imaginaires ,  fi  bb^^ac  eft  négatif. 

164. 

Si,  pour  commencer  par  le  premier  cas, 
nous  fuppofons  que  la  forrfiule  foit  réfoluble 
en  deux  faveurs  rationnels ,  on  pourra  lui 
donner  cette  forme  {fr-\-gy){hx-\-ky)  y 
qui  renferme  donc  naturellement  déjà  deux 
faveurs.  Voudra-t-on  enfuite  qu'elle  con- 
tienne d'une  manière  générale  un  plus  grand 
nombre  de  fafteurs,  on  n'aura  qu'à  faire 
fx-\-gyz=zpq ,  &  /ix-^ky=^rf  ;  notre  for- 
mule deviendra  dans  ce  cas  égaie  au  pro- 
duit pqrf^  elle  contiendra  par  conféquent 
quatre  fafteurs ,  &  on  pourra  augmenter 
ce  nombre  à  volonté.  Or  nous  obtenons  par 
ces  deux  équations- là  pour  x  une  double 
valeur ,  favoir  x^^^-^M  &  x=^^^ ,  ce  qui 

N  ii] 


î9§  E  L  é  M  E  N  s 

donne  hpq — hs;y:=-frf — jky ,  &  par  con- 
féquent  y=^,  &  x=^t|;  or  fi  l'on 
veut  que  x  &  y  foient  exprimés  en  nom- 
bres entiers ,  il  faudra  donner  aux  lettres 
/' ,  ^ ,  ''  &  /  des  valeurs  telles  que  le  nu- 
mérateur foit  réellement  divifible  par  le 
dénominateur  ;  ce  qui  arrive  lorfque  foit 
p  Se  r,  foit  ^  &/font  divifibles   par  ce 


dénominateur. 


165. 

Pour  rendre  tout  cela  plus  clair ,  foit 
donnée  la  formule  xx — yy ,  qui  ell:  com- 
pofée  des  faveurs  ix-\--y)  (x — y).  Si  cette 
formule  doit  être  réfolue  en  un  plus  grand 
r.ombre  de  fa8:eurs  ;,  on  fera  x-]^y:^:^p(j  y 
&  x  —  y=/-/^,  &  on  aura  x=:^-^,  &zy 
^::::Plir/' .^  or  il  faudra  donc  pour  qu%ces  va- 
leurs deviennent  des  nombres  entiers ,  que 
les  deux  nombres  pq  Se  //{oient  ou  tous 
deux  pairs  ou  tous  deux  impairs. 

Soit ,  par  exemple  ,  pz==j  ,  ^1=5 ,  r=j 
&  /:=:i  ,  on  aura  pq^^}  5  Se  rf=2^  -,  donc 
A:=i9&j>'=i<5:  &  de-là  réfulte  xx—^yy 
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=  105 ,  lequel  nombre  eft  compofé  en  eflet 
des  fafteurs  7.5.3.1  ,  de  forte  que  ce  cas 
ne  fouffre  aucune  difficulté. 

166. 

Le  fécond  en  fouffre  encore  moins ,  fa- 
voir  celui  où  la  formule  renfermant  deux 
faéleurs  égaux ,  peut  fe  repréfenter  de  cette 
manière,  ^f^-\-^yy  •>  c'eft-à-dire  par  un 
quarre  ,  qui  ne  peut  avoir  d'autres  tableurs 
que  ceux  qui  proviennent  de  la  racine  fx 
'^■gy  i  car  {i  l'on  fait  jx-\-gy=^pqr  ^  la 
formule  devient  zi^ppqqrr  ^  &  peut  avoir 
par  conféquent  autant  de  faveurs  que  l'on 
veut.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  l'un 
feulement  Aq.%  deux  nombres  x  ^  y  ^Çl  dé- 
terminé ,  &  que  l'autre  peut  fe  prendre  ä 
volonté  ;  car  x-=.^'^'~^^  ,  &  il  eil:  facile  de 
donner  à  y  une  valeur  telle  que  la  fraction 
difparoiffe. 

La  form.ule  de  cette  efpece  la  plus  aifée 
à  traiter,  efl  xx  i  (i  l'on  fait  x=^pqr^  le 
quarre  xx  renfermera  trois  fadeurs  quarrés, 
favoir  pp  ^  qq  &  rr, 

Niv 
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167. 

On  rencontre  bien  plus  de  difficultés 
en  traitant  le  troifieme  cas ,  qui  eft  celui 
dans  lequel  notre  formule  ne  peut  fe  dé- 
compofer  en  deux  fafteurs  rationnels  j  & 
il  faut  ici  des  artifices  particuliers  ,  afin  de 
trouver  pour  x  ^ y  des  valeurs  telles  que 
la  formule  renferme  deux  ou  plufieurs  fac- 
teurs. 

Nous  rendrons  cependant  cette  recher- 
che moins  difficile,  en  obfervant  que  notre 
formule  fe  transforme  facilement  en  une 
autre  ,  dans  laquelle  le  terme  moyen  man- 
que ;  car  en  effet  on  n'a  qu'à  fuppofer  x 
z=z^—^^  pour   avoir   la  formule  fuivante  : 

ll-zhyi^bhyy     1      hi-hbyy      1     ^         ^^___  1      (4''C-l>b)yy  ^ 

Ainii  nous  omettrons  auffi-tôt  le  terme 
moyen  ,  nous  confidérerons  la  formule 
cixx-\-cyy ,  &  nous  chercherons  quelles 
valeurs  on  doit  donner  à  jc  &  ky  ,  pour  que 
cette  formule  fe  décompofe  en  fadeurs. 
On  jugera  facilement  que  cela  dépend  de 
la  nature  des  nombres  a  Si  c  ;  auffi  corn- 
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inencerons-nous  par  quelques  formules  dé- 
terminées de  cette  efpece. 

i68. 

Soit  donc  propofée  d'abord  la  formule 
xx-\-yy ,  qui  comprend  tous  les  nombres 
qui  font  la  fomm^e  de  deux  quarrés ,  &  dont 
nous  allons  mettre  les  plus  petits  fous  les 
yeux  ;  favoir  ceux  qui  font  compris  entre 
I  &  50  : 
I,  2,  4,  5,  8,  9,  10,  13,  16,  17,  18, 

20,  25  ,  26,  29  ,  32,  34,   36  ,  37, 

40,  41  5  45 1  49  5  50- 

On  voit  qu'il  fe  trouve  parmi  ces  nom- 
bres quelques  nombres  premiers  qui  n'ont 
point  de  divifeurs  j  ce  font  ceux-ci:  2,5, 
13,  17,  29,  37,  41,  Les  autres  ont  des 
divifeurs ,  &  ils  rendent  plus  claire  la  ques- 
tion :  Quelles  valeurs  on  doit  adopter  pour 
X  d>c  y ,  afin  que  la  formule  xx-j-yy  ait 
des  divifeurs  ou  des  fafteurs ,  &  qu'elle  ait 
même  autant  de  ces  fa61eurs  que  l'on  vou- 
dra  ?  Nous  remarquerons  de  plus  qu'on  peut 
faire  abftradion  des  cas  où  x  &  j  ont  un 
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commun  divifeur ,  parce  qu'alors  xx-\-yy 
feroit  divilible  par  le  même  divifeur ,  & 
même  par  fon  quarre  :  par  exemple  ,  fi  x 
"^^jp  &:  j'==^7iy,  la  fomme  des  quarrés, 
ou  49/7/7-|-49^^— 49(;^/?-[-^^),  fera  di- 
vifible  non- feulement  par  7  ,  mais  auflî  par 
49.  Cell:  pourquoi  nous  n'étendrons  la 
quellion  qu'a  des  formules  o\x  x  èi.  y  n'ont 
aucun  commun  divifeur. 

On  voit  facilement  à  préfent  en  quoi  gît 
la  difficulté  j  car  fi  d'un  côté  il  eit  clair  que , 
lorfque  les  deux  nombres^  &  y  font  im- 
pairs ,  la  formule  xx-\-yy  devient  un  nom- 
bre pair,  &  par  conféquentdivifible  par  2, 
il  tix  fouvent  d'autant  moins  aifé  de  favoir 
fî  la  formule  a  des  divifeurs  ou  (i  elle  n'en 
a  pas  ,  lorfque  de  l'autre  côté  un  des  nom- 
bres a:  &  y  étant  pair  &  l'autre  impair  ,  la 
formule  elle-même  devient  impaire.  Nous 
ne  parlons  pas  du  cas  o\i  x  ^  y  feroient 
pairs  ;,  parce  que  nous  avons  déjà  fait  fentir 
que  ces  nombres  ne  doivent  point  avoir 
de  commun  divifeur. 
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169. 

Que  les  deux  nombres  xocy  foient  donc 
premiers  entr'eux,  &  que  cependant  la  for- 
mule xx-\-yy  doive  contenir  deux  ou  plu- 
(ieurs  fafteurs.  La  méthode  précédente  ne 
peut  s'appliquer  ici ,  parce  que  la  formule 
n'eft  pas  réfoluble  en  deux  facteurs  ration- 
nels ;  mais  les  fa61eurs  irrationnels  qui  com- 
pofent  la  formule  ;,  &  qu'on  peut  repréfen- 
ter  par  le  produit  {x-\-y\/—\){x—y\/—i)^ 
nous  rendront  le  même  fervice.  En  eßet , 
on  fent  bien  que  fi  la  formule  xx-\-yy  a 
des  fafteurs  réels ,  il  faut  que  ces  fafteurs 
irrationnels  foient  com.pofés  d'autres  fac- 
teurs ;  parce  que  s'ils  n'avoient  pas  auffi  des 
divifeurs,  leur  produit  nepourroit  pas  non 
plus  en  avoir.  Or  comme  ces  facleurs  font 
irrationnels ,  &  même  imaginaires  ,  &  que 
de  plus  les  nombres  a:  &y  ne  doivent^point 
avoir  de  commun  divifeur  ,  ils  ne  peuvent 
renfermer  des  faéleurs  rationnels ,  &  il  faut 
qu'ils  foient  pareillement  irrationnels ,  & 
même  imaginaires. 
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170. 

Si  l'on  veut  donc  que  la  formule  xx-\-yy 
ait  deux  fafteurs  rationnels ,  il  faudra  dé- 
compofer  chacun  des  deux  faveurs  irra- 
tionnels en  deux  autres  fafteurs  ;  c'eft 
pourquoi,  fuppofons  d'abord  x-\-yy/ — i 

^=(p-\-q\/—0(^-\-fv^—0''>  &  puifque 
y/ — I  peut  fe  prendre  aufîi  bien  en  moins 
qu'en  plus ,  nous  aurons  en  même  temps 
X—yx/--\  —  {p  —  q^—l){r—f^—\)', 
prenons  maintenant  le  produit  de  ces  deux 
quantités ,  &  nous  verrons  que  notre  for- 
mule xx-\-yy^^{pp-\-qq){rr-\-ff)  ,  c'eft- 
à  dire  qu'elle  contient  les  deux  fadeurs  ra- 
tionnels pp-\-qq  &  ^^~\~ff' 

Il  nous  refte  à  préfent  à  déterminer  les 
valeurs  de  a:  &  de  y  ,  qui  doivent  de  même 
être  rationnelles  ;  or  la  fuppofition  que  nous 
avons  faite,  donne  x-\-yy' — \=pr — qf 
+pf\/—l-\-qry/—l  ,  &  x—yy/—l^pr 

— f/ — ^^y^ — ^ — Pf^ — ^  '  ^  "^"^  ajoutons 
ces  formules,  nous  avons \r=:^r — qf,  (i 
nous  les  fouilrayons  l'une  de  l'autre  ,  nous 
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trouvons  iy\/ — l=z2pfy/ — l+iqry/ — I, 
ou  y=pf-^qr. 

Il  s'enfuit  par  conféquent  de -là,  qu'en 
faifant  x=:pr — qf  &  y=^pf-^qr ,  notre 
formule  xx-\-yy  ne  peut  manquer  d'obte- 
nir deux  fafteurs ,  puifqu'on  trouve  xx-\-yy 

^^iPP~\~1l)  i^^~\~ff)'  Q-^^  ^  l'o"  deman- 
doit  après  cela  un  plus  grand  nombre  de 
fafteurs ,  on  n'auroit  qu'à  donner  de  la 
même  manière  à/?  &  à  ^  des  valeurs  telles 
que  pp-\-qci  eût  deux  faveurs  ;  on  auroit 
alors  trois  fa6leurs  en  tout ,  &  ce  nombre 
pourroit  être  augmenté  par  la  méthode 
autant  qu'on  voudroit. 

171. 

Comme  nous  n'avons  rencontré  dans 
cette  folution  que  les  fécondes  puiffances 
de  /?,  ^ ,  /•  &/,  on  peut  prendre  auffi  cts 
lettres  en  moins  _,-  que  q ,  par  exemple  ,  foit 
négatif,  on  aura  xz:=^pr~^qf  èi  y:^:^pf—qr ^ 
mais  la  fomme  des  quarrés  fera  la  même 
qu'auparavant ,  ce  qui  nous  fait  voir  que 
quand  un  nombre  eil  égal  à  un  produit  tel 
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que  {pp-\-^q)  {r^-\-ff)  ,  on  peut  de  deux 
façons  le  décompofer  en  deux  quarrés  ;  car 
nous  avons  trouvé  d'abord  x:=zpr — ^/& 
y=^pf-\-qr ,  &  après  cela  aufii  xz=:pr-\-cf 

^  y^pf—r- 

Soit,  par  exemple , /?==:3  ,  q=i ,  r=^i 
Siß=^i  ,  on  aura  le  produit  i-^.^zzziôfj^zxx 
-j-jyy ,  où  AT  1=4  d>z  y^='j  ,  comme  xz^^'^ 
&  y:=:::i  j  puifque  dans  l'un  &  l'autre  cas 
xx-\-yy=:^6y  Si  l'on  multiplie  plufîeurs 
nombres  de  cette  efpece  ,  on  aura  auffi  un 
produit  qui  pourra  être  d\m  plus  grand 
nombre  de  façons  la  fomme  de  deux  quar- 
rés. Qu'on  multiplie,  par  exemple  ,  2^4-1'' 
=  5^  3^-  +  2^=ri3  ,  &  4-4-1^  — 17,  on 
trouvera  1105,  lequel  nombre  peut  fe  dé- 
compofer en  deux  quarrés  de  quatre  ma- 
nières,  comme  on  va  voir: 

i.)33^-+4%  n.)3^^-+9%  in.)3i'+i^% 

IV.)  24^+23% 

172. 

Parmi  les  nombres  qui  font  contenus 
dans  la  formule  xx-^-yy  ^  fe  trouvent  donc 
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premièrement  ceux  qui  font ,  par  la  mul- 
tiplication ,  le  produit  de  deux  ou  de  plu. 
iieurs  nombres  ;  en  fécond  lieu  ceux  qui 
font  formés  différemment.  Nous  nomme- 
rons ces  àQvmQxs  facleurs ßmples  de  la  for- 
mule xx-\-yy ,  &  les  premiers  facleurs  corn- 
pofés.  D'après  cela  les  facleurs  fimples  fe- 
ront des  nombres  tels  que  les  fuivans: 
I,  2,  5,  9,  13,  17,  29,  37,  41  ,49,  &c. 
&  on  diftinguera  dans  cette  fuite  deux  ef- 
peces  de  nombres  ;  les  uns  font  les  nombres 
premiers,  2 ,  5  ,  13  ,  17 ,  29  ,  37 ,  41  , 
qui  n'ont  aucun  divifeur  ,  &  qui  tous,  ex- 
cepté le  nombre  2  ,  font  tels  que  fi  l'on 
en  ôte  i  ,  le  relie  fe  trouve  divifible  par 
4  j  de  forte  que  tous  ces  nombres  font  con- 
tenus dans  l'expreflion  An-\-i.  La  féconde 
elpece  comprend  les  nombres  quarrés  9 , 
49  ,  &c.  &  on  remarquera  que  les  racines 
de  ces  quarrés ,  favoir  3,7,  &c.  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  fuite ,  &  que  ces  ra- 
cines font  contenues  dans  la  formule  4/2— i . 
Il  eft  clair  d'ailleurs  qu'aucun  nombre  de 
la  forme  472 — i  ne  peut  être  la  fomme  de 
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deux  quarrés  ;  car  puifque  ces  nombres 
font  impairs ,  il  faudroit  que  l'un  des  deux 
quarrés  fût  pair  &  que  l'autre  fut  impair  j 
or  nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les 
quarrés  pairs  font  divifibles  par  4 ,  &  que 
les  quarrés  impairs  font  contenus  dans  l'ex- 
preffion  4/z-|~i  »  ^  donc  on  ajoute  un  quarre 
pair  &  un  quarre  impair ,  la  fomme  aura 
toujours  la  forme  de  4/2-}- 1  ,  &  jamais  de 
4/2  —  I.  Que  tout  nombre  premier  au  refte 
qui  appartient  à  la  formule  4/2 -|- 1  ,  ell  la 
fomme  de  deux  quarrés  ^  c'eft  une  vérité 
indubitable ,  mais  qui  n'efi:  pas  tant  aifée 
à  démontrer. 

173- 

Allons  plus  loin ,  &  confidérons  la  for- 
mule xx-\-iyy  ^  dans  le  dedein  de  voir 
quelles  valeurs  il  faut  donner  à  a:  &  à  y, 
afin  qu'elle  ait  des  fafteurs.  Comme  cette 
formule  s'exprime  par  les  fadeurs  imagi- 
naires (^+7v/ — ^)(-^ — yv" — 2.),  on  voit, 
ainfi  qu'auparavant ,  que  fi  elle  a  des  di- 
vifeurs  ,  ces  fadleurs  imaginaires  doivent 

pareillement 
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pareillement  en  avoir.  Qu'on  luppofe  donc 
x^yy/—z~ Çp-L-qy^—z ).( r+Zv/—  2  )  ) 
d'où  s'enfuit  de  foi -même  x  —  vv/ — 2 
:=:(p — qy/ — 2)  (r — f\/ —  1)  y  &  on  aura 
xx-\-iyj=^(pp-\-iqq){rr-\-iff)  i  ainfî 
cette  formule  a  deux  faveurs  ,  defquels 
l'un  &  l'autre  ont  la  même  forme.  Mais 
il  refte  à  déterminer  les  valeurs  de  ^  &: 
de  y ,  qui  produifent  cette  transforma- 
tion j  on  confidérera  ,  pour  y  parvenir , 
que,  puifque  x-\^y\/ — i=zpr — 2^/-j-^r 
|/ — i-\-pf\/ — 2,  &  que  x—yx/'-^z^zpr 
—  iqf — qr\/—z  — pfy^ — 2 ,  on  a  la  fom- 
me  ixrz^ipr — j^qfj  &  par  conféquent  x 
=,pr — 2^/,  &  qu'on  a  de  plus  la  différence 

^yV — 2=i^^l/ — '^~\~'^piV — ^  j  ^^  forte 
que  y^^^qr-^-pf.  Lors  donc  que  notre  for- 
mule XX  -\-  lyy  doit  avoir  des  fafteurs  y  ils 
feront  toujours  des  nombres  de  la  même 
efpece  que  la  formule  ,  c'eil-à-dire  que 
l'un  aura^la  forme  pp-^^qq  <,  &  l'autre  la 
forme  rr-\-zffi  &  afin  que  ce  cas  ait  lieu , 
X  ^  y  pourront  encore  fe  déterminer  de 
deux  manières  différentes,  à  caufe  que  q 
Tome  IL  O 
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peut  être  également  négatif  &  pofîtif  ;  car 
on  aura  d'abord  x=::pr — icjf^  &Lyz=^pf-\-qr^ 
&  en  fécond  lieu  x=:pr-\-iqf  è^  J^^pf 

—  qr, 

174. 

Cette  formule  xx-\-xyy  renferme  donc 
tous  les  nombres  qui  réfultent  de  l'addi- 
tion d'un  quarre  &  du  double  d'un  autre 
quarre  j  &  voici  l'énumération  de  ces  nom- 
bres pouffée  jufqu'au  nombre  50: 

1,233,4,6,8,9,11,12,  16,  17, 
18,  19,  22,  24,  25,  27,  32,  33, 34, 
36,  38,  41  ,  43,  44,  49,  50. 

Nous  diviferons ,  comme  auparavant  , 
ces  nombres  en  (impies  &.  compofés  j  les 
{impies ,  ou  ceux  qui  ne  font  pas  compofés 
des  nombres  précédens ,  font  ceux-ci:  i  , 
2,  3,  II,  17,  19,  25,  41,  43,  49,  qui 
tous,  excepté  les  quarrés  25  &  49,  font 
des  nombres  premiers  ;  &  il  faut  remar- 
quer qu'en  général ,  fi  un  nombre  eft  pre- 
mier &  ne  fe  trouve  pas  dans  cette  fuite, 
on  eft  sûr  ^y  rencontrer  fon  quarre.  On 
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peut  obferver  auffi  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  font  contenus  dans  notre  for- 
mule, appartiennent  tous  foit  à  l'exprefiioni 
8;z-|-i  ,  foit  à  8/z-[-3  ^  tandis  que  tous  les 
autres  nombres  premiers,  favoir  ceux  qui 
font  compris  dans  les  formules  S/z-j-^  & 
8/2+7 ,  ne  peuvent  jamais  former  la  fomme 
d'un  quarre  &  d'un  double  quarre  ;  il  eft 
de  plus  très-certain  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  font  contenus  dans  une  des 
autres  formules,  8/2-|-i  &  8/2 -|- 3  ,  font 
toujours  réfolubles  en  un  quarre  joint  au 
double  d'un  quarre. 

175- 

Paflbns  à  l'examen  de  la  formule  géné- 
rale xx-\-cyy ,  &  voyons  moyennant  quelles 
valeurs  de  ;c  &  dejy  on  peut  la  transfor- 
mer en  un  produit  de  faveurs. 

Nous  procéderons  comme  ci-deflus; 
nous  repréfenterons  la  formule  par  le  pro- 
duit C^-j-jv — c){x—y\/ — c),  '61  nous 
exprimerons  pareillement  chacun  de  ces 
fadeurs  par  deux  fa£leurs  de    la  même 

Oij 
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elpece  j  c'eil-à-dire  que  nous  ferons  x-\~y 

x—y ^/—c=  {p—q / — c  )  (  r—jy  —  c  )  ; 
cie-là  réfulte  xx-\-cyyz=:=^{pp-\-cqq){rr-\-cff), 
&  l'on  voit  donc  que  de  nouveau  les  fac- 
teurs font  de  la  même  efpece  que  la  for- 
mule. Quant  aux  valeurs  de  a:  &  de  j)^ , 
on  trouvera  de  même  facilement  x=^pr 
^cqf  èc  y=^qr-\-pf,  ou  bien  aufîi  x:^:zpr 
—  cqf^  ^y^=::^pf — qr  ^  &  il  eft  aifé  d'ima- 
giner comment  la  formule  peut  fe  réfoudre 
en  un  plus  grand  nombre  de  fadeurs. 

176. 

Il  fera  facile  maintenant  de  procurer  aiifli 
des  fafteurs  à  la  formule  xx  —  cyy  ;  car 
d'abord  on  n'a  qu'à  écrire  — c  au  lieu  de 
-j-c,-  mais  de  plus  on  peut  les  trouver  im- 
médiatement de  la  manière  fuivante  :  com- 
me notre  formule  équivaut  au  produit 
{x-\-y\/ c){x — yy  c) ,  qu'on  fafl'e  x-\~y\  c 

z=i{p  —  q\/c){r — fyc),  &  on  aura  fur 
le  champ  xpc — cyyzz^i^pp — cqq){rr — cff)} 
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en  forte  que  cette  formule  efl: ,  de  même 
que  les  précédentes ,  égale  à  un  produit 
dont  les  fa6teurs  lui  relTemblent  par  la  for- 
me. Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  de  x 
&  de  j/,  elles  fe  trouveront  pareillement 
être  doubles  j  cela  veut  dire  qu'on  aura 
x=pr-\-c^/  &  yz=zqr-^pj  ^  &  qu'on  aura 
aufli  xz=zpr — c^f  Se  y=^pf—qr.  Que  fi  on 
vouloir  faire  la  preuve  &  voir  û  on  obtien- 
droit  par-là  le  produit  qu'on  a  trouvé ,  on 
auroit,  en  effayant  les  premières  valeurs, 
xx—pprr-\'lcpqrJ-\-ccqqff,  ^  yy~ppff 
J^zpqrf-{-qqrr,  ou  cyy=zcppff-\- zcpqrj 
*^cqqrr  i  de  forte  que  xx  —  cyy=:^pprr 

— ^PPff~\~^^^'lff'~^^V  ^  ^^  ^"^  ^'^^  autre 
chofe  que  le  produit  trouvé,  {pp  —  cqq) 
{rr-cff). 

177- 
Jufqu'à  préfent  nous  avons  confidéré  le 

premier  terme  fans  coefficient  ;  mais  nous 
allons  fuppofer  à  préfent  que  ce  terme  foit 
pareillement  multiplié  par  une  autre  lettre , 
&  nous  chercherons  quels  fafteurs  la  for- 
mule axx-\'cyy  peut  obtenir. 

O  iij 
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Il  eil:  évident  ici  que  notre  formule  efl 
égale  au  produit  (x\/a~\-yy — c)(x\/a 
— y  y — c)  ,  &  il  s'agit  par  conféquent 
de  donner  de  même  des  faveurs  à  ces  deux 
faveurs.  Or  il  fe  préfente  en  ce  point  une 
difficulté  j  car  fi  l'on  vouloit,  d'après  la 
méthode  précédente  ,  faire  x\/a-\-y\/ — c 

—  ^^f~\~Pfy  — ac-^qry- — ac  ^  &  x\/a 
^yy/—C  —  {py^a  —  qJ~c){r\/a—J 
y — c)^=apr — cqf- — pfy — ac — qry — ac  , 
on  auroit  ixy  a:=^iapr — 'icqf,  &  zy 
y — c::=:^ipf\/ — ac-^iqr\/ — ac  ;  c'eft-à- 
dire  qu'on  trouveroit  tant  pour  x  que  pour 
y  des  valeurs  irrationnelles ,  lefquelles  ne 
peuvent  être  admifes  ici. 

178. 

Mais  cette  difficulté  peut  fe  lever,  & 
voici  comment:  Qu'on  fafTe  xy  a-\-y\/ — c 
~(^p^a-\-^^  c){r-\-f^/—ac)==pr\/a 
— c^/v^-j-^^V — c-^-apfy — c,   &  xy  a 

■=pr  y  a — cqf  y  a — qr  y  — c — ^pfy — c  i 
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cette  fuppofition  donnera  pour  x  ^y  les 
valeurs  rationnelles  fuivantes  :  x^=^pr — cqf 
^  yzz^qr-^apf;  &{  notre  formule,  axx 
■\-cyy  ^  aura  les  faveurs  {app-\-cqq){rr^acff)^ 
dont  l'un  feulement  ed:  de  la  même  efpece 
que  la  formule  ,  l'autre  ayant  une  forme 
différente. 

179. 

Il  ne  laifTe  pas  cependant  d'y  avoir  une 
grande  affinité  entre  ces  deux  formules , 
vu  que  tous  les  nombres  qui  font  contenus 
dans  la  première  formule ,  fi  on  les  mul- 
tiplie par  un  nombre  compris  dans  la  fé- 
conde ,  retombent  dans  la  première.  Nous 
avons  auffi  déjà  vu  que  deux  nombres  de 
la  féconde  forme  xx-\-acyy ,  laquelle  re- 
vient à  la  formule  xx-\-cyy  que  nous  avons 
confidérée ,  étant  multipliés  l'un  par  l'autre , 
redonnent  un  nombre  de  la  même  forme. 

Il  ne  nous  relie  donc  qu'à  examiner  à 
quelle  formule  appartient  le  produit  de  deux 
nombres  de  la  première  efpece  ,  ou  de  la 
forme  axx^^-cyy, 

O  iv 
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Multiplions ,  dans  cette  vue  ,  les  deux 
formules  {app~\-cqq){arr-\-cff)  ^  qui  font 
de  la  première  efpece  ;  il  eil:  aifé  à  voir 
que  ce  produit  pourra  être  repréfenté  de 
cette  manière:  (^p^-\-cqjy-\-ac{pß — qry. 
Si  donc  nous  fuppofons  ici  apr-^cqf==:x , 
&  pf- — qr=:y,  nous  aurons  la  formule  xx 
•^cicyy ,  qui  eft  de  la  dernière  efpece.  Il 
s'enfuit  de -là  que  deux  nombres  de  la  pre- 
mière efpece  axx-\-cyj  ^  étant  multipliés 
l'un  par  l'autre ,  le  produit  eft  un  nombre 
de  la  féconde  efpece.  Si  nous  indiquons 
les  nombres  de  la  première  efpece  par  I , 
&  ceux  de  la  féconde  par  II ,  nous  pou- 
vons indiquer  de  la  manière  abrégée  qui 
fuit  les  conclulions  auxquelles  nous  venons 
d'arriver  : 
LI  donne  II  j  I.lï  donne  I  ;  II.II  donne  IL 

Et  on  voit  par-là  d'autant  mieux  ce  qui  doit 
en  réfulter ,  fi  on  multiplie  plus  de  deux 
de  ces  nombres  j  favoir  que 

LLI  fait  I  ;  que  I.I.II  fait  II ;  que  I.ILII  fait  L 
Enfin  que  II. II.II  fait  IL 
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i8o. 

Soit ,  pour  éclaircir  l'article  précédent , 
<i=:2  &  ccn3  ,  il  en  réfultera  deux  efpeces 
de  nombres ,  l'une  contenue  dans  la  for- 
mule ixx-\-'^yy  y  l'autre  comprife  dans  la 
formule  xx-\~6yy.  Or  les  nombres  de  la 
première  pouffes  jufqu  à  5  o ,  font 

Ï-)  i»  3»  5>  ^>  "  j  ï^5  14,  18?  20,  21, 
27,  29,  30,  32,35,44,45,48,  50. 

Et  les  nombres  de  la  féconde  efpece  ,  pouf- 
fes de  même  jufqu'au  nombre  50 ,  font 

IL)  I,  4,  6,  7,  9,  10,  15,  16,  22,  24, 
^U  ^8,  31,  33,  36,  40,  42,  49. 

Si  donc  nous  multiplions  maintenant  un 
nombre  de  la  première  efpece  ,  par  exem- 
ple 3  5  ,  par  un  nombre  de  la  féconde ,  fup- 
pofons  par  3 1  ,  le  produit  1 08  5  fera  fure- 
ment  compris  dans  la  formule  ixx-\-T,yy  ; 
ou  bien  on  peut  trouver  pour  y  un  nom- 
bre tel  que  1085 — 3jy  foit  le  double  d'un 
quarre  ,  ou  =.ixx ;  or  cela  arrive  d'abord 
quand  j^::=::3  ,  dans  lequel  cas  xz=,iy  j  en 
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fécond  lieu ,  quand  y=.ii  ^  en  forte  que 
x=:=.i  9  •  en  troilieme  lieu  ,  lorfque  j::i=i  3  , 
ce  qui  donne  x^iy  ;  &  enfin  ,  en  qua- 
trième lieu,  quand  ^=19,  d'où  réfulte 

On  peut  partager  ces  deux  efpeces  de 
nombres  ,  com.me  les  autres ,  en  nombres 
{impies  &  en  nombres  compofés  ;  on  don- 
nera ce  dernier  nom  à  ceux  qui  font  com- 
pofés de  deux  ou  de  plufieurs  des  nombres 
plus  petits  de  l'une  ou  de  l'autre  efpece  ; 
ainfi  les  nombres  (impies  de  la  première 
efpece  feront  ceux-ci:  2,  3  ,  5  ,  11,  29, 
&  les  nombres  compofés  de  la  même  ef- 
pece 5  feront  8  ,  12,   14,   18,   20 ,  27 , 

30,  3^)  35  y  40,  45  >  48,  50,  &c. 

Les  nombres  (impies  de  la  féconde  ef- 
pece feront  i  ,  7 ,  31,  &  tous  les  autres 
de  cette  efpece  feront  des  nombres  com- 
pofés ,  favoir  4,6,9,10,15,16,22, 
24,  25,  28,  33,  36,  40,  42,  49. 


sr 
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CHAPITRE     XII. 

De  la  Transformation  de  la  formule  axx 
-j-cyy  en  des  quarrés  &  en  des  puiffances 
plus  élevées, 

181. 

1^  ous  avons  déjà  vu  plus  haut  qu'il  eft 
fouvent  impoffible  de  réduire  à  des  quar- 
tés des  nombres  de  la  forme  axx-\-cyy  ; 
mais  toutes  les  fois  que  cela  eft  pofîible , 
on  peut  transformer  cette  formule  en  une 
autre,  dans  laquelle  az=^\. 

Par  exemple  ,  la  formule  ipp — qq  peut 
devenir  un  quarre ,  &  comme  elle  peut 
aufîi  fe  repréfenter  par  (ip-\-qy-  —  i(p-\-qy  , 
on  n'a  qu'à  faire  ip-^q^x  &  ^-j-^^=:y, 
&  on  parvient  à  la  formule  xx — ^yj/» 
dans  laquelle  a=^t  &  c=i,  C'eft  une 
femblable  transformation  qui  a  lieu  toutes 
les  fois  que  de  telles  formules  peuvent  de- 
venir des  quarrés.  Ainii  quand  il  s'agit  de 
transformer  la  formule  axx-\-cyy  en  un 
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quarré ,  ou  en  une  puiffance  plus  haute , 
mais  paire ,  on  peut ,  fans  balancer ,  fup- 
pofer  <2=:i  ,  &  regarder  les  autres  cas 
comme  impo/Tibles. 

182. 

Soit  donc  propofée  la  formule  xx-\-cyy^ 
&  qu'il  s'agifTe  d'en  faire  un  quarré.  Comme 
elle  eft  compofée  des  fa61eurs  (x-^-yy — c) 
(x — y  y — c)  y  il  faut  que  ces  fafteurs  foient 
ou  des  quarrés  ou  des  quarrés  multipliés 
par  un  mêm^e  nombre.  Car  fi  le  produit 
de  deux  nombres,  par  exemple,  p^ ,  doit 
être  un  quarré  ,  il  faut  que  p-=:rr  &  ^^=-ffi 
c'eft-à-dire  que  chaque  fa61:eur  foit  de  foi- 
même  un  quarré  ,  ou  bien  que  p^=.mrr  & 
q^=mff^  &  qu'ainfi  ces  fafteurs  foient  des 
quarrés  multipliés  l'un  &  l'autre  par  un 
même  nombre.  C'eft  pourquoi  nous  ferons 
x-\-y\/ — c=zm(p-^cj\/ — 2)';  il  s'enfui- 
vra  X — yy — c=::^m(p — qy — cy ,  &  nous 
aurons  jicx-j-cj/ y:=:r 772/72  (^^-j-c^^ )- ,  ce  qui 
eft  un  quarré.  Nous  avons  de  plus ,  pour 
déterminer  x  Se  y  y  les  équations  x-^yy^c 
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z=Lmpp-\-impq\/  —  c  —  mcqq,  Sc  X — y 
y/ — cz::=mpp  —  impq  y —  c  —  mcqq  ,  dans 
lefquelles  naturellement  x  équivaut  à  la 
partie  rationnelle  ,  Si  y\/  —  c  à  la  partie 
irrationnelle  i  ainiî  x=^mpp  —  mcqq ,  &  jy 
\/ — c=iimpqy — c ,  OU  yzmz^impq  ,  &  ce 
font  ces  valeurs  de  a:  &  de  j>^  qui  tranf- 
forment  l'expreflion  xx-^cyy  en  un  quarre 
mmÇpp-^-cqqy ,  dont  la  racine  eft  mpp 
^mcqq, 

183. 

Si  les  nombres  x  ^  y  ne  doivent  point 
avoir  de  divifeur  commun ,  il  faut  fuppo- 
fer  mzi^i»  Alors,  pour  faire  que  xx~\-cyy 
devienne  un  quarre ,  on  fe  contente  de 
prendre  xz:::zpp  —  cqq  Si  y^^ipq  y  ce  qui 
rend  la  formule  égale  au  quarre /j/^-j-c^.^« 

On  peut  auffi ,  au  lieu  de  faire  x=zpp 
— 'Cqq^  fuppofer  x  =  cqq — pp  ,  VU  que  le 
quarre  xx  ne  laifTe  pas  d'être  le  même. 

Les  mêmes  formules,  au  refle ,  ayant 
été  trouvées  plus  haut  par  des  voies  tout- 
à-fait  différentes ,  il  ne  peut  y  avoir  de 
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doute  fur  la  jufteffe  de  la  méthode  que  nous 
venons  d'employer.  En  effet,  fi  on  veut 
que  xx-^cyy  devienne  un  quarre  y  par  la 
méthode  précédente  on  fuppofe  la  racine 
^z^x-\-^-^  &  on  trouve  xx-\-cyy=::^xx 
A.'tP^  J^ppyy  .  on  efface  les  xx  ,  on  divife 
les  autres  termes  par  y ,  on  multiplie  par 
qq,  &  on  a  cqqy  =  ipqx-]-ppy  ,  ou  cqqy 
' — ppyz:z:^xpqx  ;  divifaut  enfin  par  ipq  Se 
par  j,  il  en  rérulte-=-p^.  Or  x  ßc  y 
devant ,  ainfi  que  p  &.  q  y  n'avoir  point 
de  divifeur  commun ,  il  faut  égaler  x  au 
numérateur  8z  y  au  dénominateur,  &  on 
obtient  par- là  les  mêmes  réfijltats  que  nous 
venons  de  trouver,  favoir  x::=^cqq — pp^ 

184. 

Cette  fi^lution  efl:  bonne ,  que  le  nom- 
bre c  foit  pofitif  ou  qu'il  foit  négatif;  mais 
fi  de  plus  ce  nombre  a  lui-m.ême  des  fac- 
teurs ,  comme  fi  c'éîoit ,  par  exemple ,  la 
formule  xx-\-acyy  qui  dût  devenir  un 
quarre ,  on  auroit  non-feulement  la  folu- 
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tion  précédente  ,  qui  donne  x=:zacqq — pp 
^y=zzipq ,  mais  encore  cette  autre ,  xzz:zcqq 
— app  &  yz=zipq  ;  car  dans  ce  dernier  cas 
on  a,  de  même  que  dans  l'autre,  xx-\-acyy 
:=:=ccq*-\-iacppqq-\-aap^  =  (cqq-\-appy  ;  ce 
qui  a  lieu  aufîi ,  quand  on  prend  x-=:app 
— cqq^  parce  que  le  quarre  xx  refte  le 
même.  ' 

Cette  nouvelle  folution  fe  trouve  auiîl 
par  la  dernière  méthode ,  de  la  façon  fui- 
vante. 

Qu'on  fafle  ^-\-y\/ — ac^:^(^p\  a-\-q 
\ — c)^,  &  X — y\ — acziziz^^py  a  —  q 
\ — cf  ,  on  aura  xx-^acyyz^:z{cLpp-^cqq)' , 
&  par  conféquent  =  Q  5  de  plus ,  à  caufe 
de  x-\-y  y — acz=^appA^ipq  y — ac — cqq  , 
&  de  X — y  y — acz=.app — ^pqy — clc 
— cqq,  on  trouve  x-=.app — cqq  ^yz^:zipq^ 

Il  eil  clair  aufli  que  fî  le  nombre  ac  eil: 
réfoluble  en  deux  tableurs  d'un  plus  grand 
nombre  de  manières ,  on  pourra  trouver 
aufîi  un  plus  grand  nombre  de  folutions. 
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185. 

EcIaircifTons  tout  cela  au  moyen  de  quel- 
ques formules  àéterminées  ;  &  d'abord  , 
fi  c'eil:  la  formule  xx-\-yy  qui  doit  devenir 
un  quarre  ,  nous  avons  aczz^i  ;  ainfi  x=pp 

—  qq  ,  Si  y=zipq  ^  d'où  s'enfuit  XX '-^yy 

Si  on  veut  que  xx — yy==Q  ;  on  a  ac 
=: — I  ',  ainii  on  prendra  x=pp-^qq  Se  y 
:=^ipqy  &  il  en  réfultera  xx — yy=:(pp 

Veut-on  que  la  formule  xx-\-iyy=Q  , 
on  a  aczz^i'y   qu'on  prenne  donc  x^:^pp 

—  iqq  ,  ou  X^::^ipp — qq  ^  yzzzzipq  ^  &  On 

aura  xx-\-iyyz^{pp-\-2.qqy  ,  ou  xx-\-iyy 

—  i^PP  +  ^^Y- 

Si,  en  quatrième  lieu,  on  veut  que  xx 

— zyyz=:ij  ,  où  ac-=. —  2  ,  on  aura  x:=::pp 
-\-2.qq  &  yz=:^xpq  ^  donC  XX  —  iyy=::=(pp 

—  iqq)\ 

Qu'on  veuille  enfin  que  x-\-6yyz=  Q  , 
on  aura  ac^=^6  ,  &  par  conféquent  ou  az=zi 
&  €^=26^  ou  a:=2  &  c=i  j  dans  le  premier 

cas 
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cas  x:=pp — 6^^,  &  y=ipq ;  de  forte 
que  xx-\-6yy={pp-\-6qqy'  j  dans  le  fécond 

CSLSX:=:ipp — 3^^,  S^ y==:ipq  ^  d'oÙ  réfuItC 

xx-j^6yy=z(,ipp'^}q<])\ 

186. 

Mais  Cl  ceû.  maintenant  la  formule  axx 
-^cyy  qu'on  doit  transformer  en  un  quarre  j 
comme  nous  avons  prévenu  que  cela  ne 
peut  fe  faire  que  quand  on  connoît  déjà 
un  cas  dans  lequel  cette  formule  devient 
réellement  un  quarre,  nous  fuppoferons 
que  ce  cas  donné  ait  lieu  ,  quand  ^'=/' 
^yz=pg  ;  de  forte  qu'alors  aff~\-cgg=/i/i  ; 
ßc  nous  remarquerons  que  cette  formule 
peut  fe  transformer  en  une  autre  de  la  forme 
«+ac«w,fi  l'on  fait  £  =  ^-^&r^=^; 
car  en  effet  ,ün= "^ft^^l^î^^L^syi  ^  &  que 
uu=^^-^^^^^^~^y  on  a  tt-\-acuu 

""ffxx+ccggyy+acggxx-^acf/yy  _  axx{aff+cgg)+cyy{nff^cgg)  ^ 

hh  hh  y 

ainiî ,  puifque  aff-\-çgg=hh ,  on  a  tt-^acuic 

:=;zaxX'-\-cyy  i   or  nous  avons  donné  des 

règles  faciles  pour  transformier  en  un  quarre 

Tome  IL  P 
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l'expre/îion  tt-\-acuu^  à  laquelle  nous  ve- 
nons de  réduire  la  formule  propofée  axx 


+<^yj' 


187. 


Allons  à  préfent  plus  loin  ,  &  voyons 
comment  la  formule  axx-\-cyy ,  dans  la- 
quelle X  &  y  font  fuppofés  n'avoir  aucun 
divifeur  commun  ,  peut  fe  réduire  à  un 
cube.  Les  règles  données  plus  haut  ne  fuf- 
fifent  aucunement  pour  cela ,  au  lieu  que 
la  méthode  que  nous  avons  indiquée  en 
dernier  lieu  s'applique  ici  avec  le  plus  grand 
fuccès  j  &  ce  qui  efl  fur- tout  digne  de  re- 
marque ,  c'eft  que  la  formule  peut  toujours 
être  transformée  en  un  cube  ,  quelques 
nombres  que  foient  a  ßz  c  ^  ce  qui  n'a  voit 
point  lieu  pour  les  quarrés ,  à  moins  qu'on 
n'eût  déjà  un  cas  connu ,  &  ce  qui  n'a  de 
même  point  lieu  pour  aucune  des  autres 
puifTances  paires  ;  la  folution  au  contraire 
eft  toujours  pofîible  pour  les  puifTances  im- 
paires ,  telles  que  la  troifieme,  la  cinquiè- 
me j  la  feptieme ,  &c. 
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i88. 

Lors  donc  qu'il  s'agira  de  réduire  en  cube 
la  formule  axx-\~cyy  ^  on  fuppofera  d'une 
manière  analogue  à  celle  qu'on  a  employée 

xya — y  y — c  =  (/?\/a  —  qy — c)';  le 
produit  {app~\-cqqy  ^  qui  eft  un  cube, 
fera  égal  à  la  formule  axx-\-cyy.  Mais  on 
cherche  aufîi  à  déterminer  pour  x  ^  y  des 
valeurs  rationnelles ,  &  heureufement  on 
y  réufîit.  En  effet ,  fi  l'on  prend  réellement 
les  deux  cubes  indiqués  ,  on  a  les  deux 
équations  xya-\-yy — c=:ap^y  a~i-T,appq 
\/  —  c  —  ^cpqqya  —  cq'^y — c,  Scxya 

^a-\-cq'y — c,  defquelles  il  fuit  évidem- 
ment que  x=ap^  —  ^^P9q  9  ^  J^^^^PP'J 


cq\ 


Qu'on  cherche  ,  par  exemple  ,  deux 
quarrés  xx  Se  yy  ,  dont  la  fomme  xx~\-yy 
faffe  un  cube.  Puifqu'ici  a  =  i  Se  cz=i  ^ 
on  aura  x==zp^'  —  3PqÇ  ^  ^  y^^}PP9 — 9^  f 
ce  qui  donne  xx-\-yy=^(pp'^cjqy.  Main- 

Pij 


2  28  E    L    É    M   E   N    S 

tenant  fî  p:=:i  &  q=:i  ,  on  trouve  x=i 

189. 

Confîdérons  auffi  la  formule  xx-\-^jy 
dans  le  deffein  de  la  faire  égale  à  un  cube  : 
comme  nous  avons  pour  cet  effet  a=zi 
&  ^^=3  ,  nous  trouvons  x=p^  —  9P9'?  9 
d^  yz:::^^ppq  —  3^%  d'où  réfulte  xx-{-}yy 
^^{pp-\-T,qq)\  Cette  formule  fe  préfente 
afTez  fouvent  :  c'eft  une  raifon  pour  en 
donner  ici  du  moins  les  cas  les  plus  fa- 
ciles. 


p 

^ 

I 

1 

2 

I 

I 

2 

3 

I 

I 

3 

3 

2 

2 

3 

X 


y 


8 
10 

35 
0 

80 

81 

M4 


9 
18 

24 
72 
30 
45 


XX 


+x^y 


64—  4' 

343=  7' 
2197  =  13^ 

1728=:=  I  2^' 
219521=  28^ 

9261  =^  IV 
29791^:315 


190. 

Sans  la  condition  que  les  deux  nombres 
X  ^y  ïiQ  doivent  point  avoir  de  commun 
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divifeur ,  la  queftion  ne  feroit  fujette  à  au- 
cune difficulté;  car  fi  axx-\-cyy  devoit 
être  un  cube  ,  on  n'auroit  qu'à  faire  Ar=ir/:^ 
^  y^zzu^,  &  la  formule  deviendroit  att:^ 

•^cuu^r^  ;  on  l'égaleroit  au  cube  —,  &  on 

trouveroit  auffi-tôt  ^z=,v\att-\-cuu)  ^  par 
conféquent  les  valeurs  cherchées  de  a:  &: 
de  j  feroient  x=^tvXatt-^cuu)  ^  Siy=zuv' 
(att+cuu) ,  lefquelles  ont ,  outre  le  cube  v^  ^ 
auffi  la  quantité  att-\-cuu  pour  commun 
divifeur  ;  de  forte  donc  que  cette  folution 
donne  fur  le  champ  axx-^cyy=^v^(ati 
'■^cuu)- {att-^cuu)=:v^ {att-\-cuu)\  ce  qui 
eft  évidemment  le  cube  de  v^{att'-\-cuu), 

191. 

La  méthode  dont  nous  avons  fait  ufage 
en  dernier  lieu ,  eft  d'autant  plus  remar- 
quable ,  que  c'efl  par  le  moyen  de  quan- 
tités irrationnelles  &  même  imaginaires, 
que  nous  fommes  parvenus  à  des  folutions 
qui  demandoient  abfolument  des  nombres 
rationnels  &  même  entiers.  Mais  ce  qui  eil 

P  iij 
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encore  plus  digne  d'attention  ^  c'eft  que 
dans  les  cas  où  l'irrationnalité  s'évanouit, 
notre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 
effet  lorfque  ,  par  exemple  ,  la  formule  xx 
'-\-cyy  doit  être  un  cube ,  on  ne  peut  qu'en 
inférer  que  fes  deux  fafteurs  irrationnels, 
x-\-y\/ — c  &  X — y\/ — c,  doivent  pareil- 
lement être  des  cubes ,  vu  que  x  d>c  y 
n'ayant  point  de  divifeur  commun ,  ces 
facteurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir. 
Mais  fi  les  radicaux  difparoiflbient ,  comme , 
par  exemple,  dans  le  cas  de  czz=:  —  i  ,  ce 
principe  n'auroit  plus  lieu  ;  parce  qu'il  fe 
pourroit  très-bien  que  les  deux  fadleurs ,  qui 
feroient  alors  x-\-y  &  x — y ,  euffent  des 
divifeurs  communs ,  quand  même  x  ^  y 
n^en  auroient  pas  -,  ce  qui  arriveroit ,  par 
exemple,  fi  ces  deux  lettres  exprimoient 
des  nombres  impairs. 

Ainfî ,  lorfque  xx — yy  doit  devenir  un 
cube  ,  il  n'eft  pas  néceffaire  que  tant  x-^y 
que  X — y  foient  d'eux-mêmes  des  cubes  ; 
mais  on  pourra  fuppofer  j>f-j-jy:=2/7%  & 
X — ^=4^^  5  &  la  formule  xx — y  y  ne 
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îaifTera  pas  de  devenir  un  cube  incontef- 
tablement ,  puifqu'on  la  trouvera  :=z%p\i\ 
dont  la  racine  cubique  efl:  ipq.  On  aura 
de  plus  jc^/»'-!- 2^%  ^ yzzzip^ — iq\  Lorf- 
qu'au  contraire  la  formule  axx-X-cyy  n'eil: 
pas  réfoluble  en  deux  facteurs  rationnels, 
on  ne  pourra  trouver  d'autres  folutions  que 
celles  qui  ont  été  données. 

192. 

Nous  écîaircirons  les  recherches  qui  pré- 
cèdent par  quelques  quellions  curieules. 

Q_ueßion  première.  On  demande  un  quar- 
re XX  en  nombres  entiers ,  &  tel  qu'en  y 
ajoutant  4 ,  la  fomme  foit  un  cube  ;  le  cas 
a4ieu  pour  xx=^iii  _,  mais  on  veut  favoir 
s'il  y  a  d'autres  cas  femblables  ? 

Comme  4  eft*  un  quarre ,  on  cherchera 
d'abord  les  cas  où  xx-\-yy  devient  un  cube  ; 
or  nous  en  avons  trouvé  un  qui  a  lieu , 
fi  xzzz:p'^  —  3/'^^?  ^  y^^'^PF^ — H^'  V\x\% 
donc  queyj/r=:4,  on  aj/:=:r+^>  ^  P^^ 
conféquent  ou  "^ppq  —  ^'^=^-[-2,  ou  xppq 
— ^';=: — 2  :  dans  le  premier  cas  on  a  donc 

P  iv 
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q{'}pp  —  qq)^^i;  ainfi  q  eft  un  divifeur 
de  2. 

Cela  pofé ,  fuppofons  premièrement  q 
=^\  ,  nous  aurons  3/7/7 — 1=2  ;  donc/7=i, 
d'où  fe  dérivent  x:=i  ^  a:a:=4. 

Si  nous  fuppolbns  en  fécond  lieu  ^=2  , 
nous  avons  6pp — 8=::  +  2j  que  fi  nous 
admettons  le  {igné  -[-,  nous  trouvons  6pp 
ri^io  &/?/>=:=  |-,  d'où  réfulteroit  une  va- 
leur de  p  irrationnelle^  &  qui  ne  peut  avoir 
lieu  ici  ;  mais  fi  nous  conßderons  le  figne  — , 
nous  avons  6pp=^6  Se  p=:i  ;  donc  x:=zzi  i. 
Voilà  les  feuls  cas  pofTibles ,  &  ce  ne  font 
donc  que  les  deux  quarrés  4  &  1 2 1  qui , 
ajoutés  à  4 ,  donnent  des  cubes. 

193. 

Queflïon  deuxième,  On'cherche  en  nom- 
bres entiers  d'autres  quarrés  que  25  ,  qui, 
ajoutés  à  2  ,  donnent  des  cubes. 

Puis  donc  que  xx-\-z  doit  devenir  un 
cube  ,  &  puifque  2  efl:  le  double  d'un  quar- 
re ,  déterminons  d'abord  les  cas  oii  la  for- 
mule xx-\-iyy  devient  un  cube  j  nous  avons 
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pour  cet  effet ,  par  l'article  iS8  ,  où  0  =  1 
&  c=:2  ;  nous  avons,  dis-je,  xzzizp' — 6pqq 
^  yzz^T^ppq  —  2^^j  il  faut  donc  ,  à  caufe 
àcy-±i  ,  que  '3,ppq—iq\ou  q{^pp—iqq) 
=:+ï  9  ^  P^^  conféquent  que  q  foit  un  di- 
vifeur  de  i. 

Soit  donc  q=^i ,  &  nous  aurons  3/7/7 — 2 
=+ï  5  ^  i^ous  prenons  le  fîgne  fupérieur, 
nous  trouvons  -^pp^^  &  p=i  ,  d'où  ré- 
fulte  ;<:=:5  5  &  Ü  nous  adoptons  l'autre  (igne , 
nous  parvenons  à  une  valeur  de/?,  qui  étant 
irrationnelle ,  ne  nous  eft  d'aucun  ufao-e  : 
il  s'enfuit  donc  qu'il  n'y  a  pas  de  quarre , 
hors  25,  qui  ait  la  propriété  défirée. 

194. 

QjLießion  troifieme.  On  cherche  des  quar- 
rés  qui ,  multipliés  par  5  &  ajoutés  à  7 , 
produifent  des  cubes  ;  ou  bien  on  demande 
que  i^xx-^-j  foit  un  cube. 

Qu'on  cherche  premièrement  les  cas  où 
^xx-^jyy  devient  un  cube  ;  on  trouvera 
par  l'article  188,  oh  a^^j  &  c=^7  ,  qu'il 
faut  pour  cela  que  x=<jp^  —  ^'^P^J^  ^ 
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que  yz=zi^ppq — -7^'-  ainfî  comme  dans 
notre  exemple  y=z:-\-i  ,  on  a  i  '^ppq — 7^' 
=^(i  '^pp — jqq)=z-\-\  ,  il  faut  donc  que  q 
foit  un  divifeur  de  i ,  c'eft-à-dire  que  ^=  i  j 
on  aura  par  conféquent  i^pp  —  7=+!, 
d'où  réfulrent  _,  dans  l'un  &  l'autre  cas ,  des 
valeurs  de  p  qui  font  irrationnelles  j  mais 
d'où  il  ne  faut  pas  conclure  cependant  que 
la  queflion  efl:  impoffible ,  vu  que  p  Se  q 
pourroient  être  des  fractions  telles  que  y 
r=i  &  que  X  devînt  un  nombre  entier  ; 
&  c'efl  ce  qui  arrive  réellement  ;  car  ü  p 
^zz^-Sc  q=:l,  on  trouve  J=l  &X;=:=2j 
mais  il  eft  vrai  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  frac- 
tions qui  rendent  la  folution  poiîible. 

195. 

Queß'ion  quatrième.  On  demande  en  nom- 
bres entiers  des  quarrés  dont  le  double  , 
diminué  de  5  ,  foit  un  cube  ;  ou  bien  on 
veut  que  ixx — 5  foit  un  cube. 

Si  nous  commençons  par  chercher  les 
cas  qui  fatisfont  pour  la  formule  ixx—^yy^ 
nous  avons  dans  le  ï88^.  article  az=^i ,  &c 
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c:=: — 5  ;  ainfi  xz=r2/p'+i  5/7^^,  ^yr=i6ppq 
^5^^  Préfentement  il  faut  ici  quey^::i+i, 
&:  par  conféquent  6ppq-\-^q'=^q(6pp-^'^qq) 
=+i  i  &  comme  cela  ne  fe  peut  ni  eri 
nombres  entiers  ni  même  en  fraclions  ,  ce 
cas  devient  très-remarquable ,  parce  qu'il 
y  a  néanmoins  une  valeur  de  x  qui  fatif^ 
fait ,  favoir  .r=4  ;  en  effet  dans  ce  cas  ixx 
—  5=27  ,  ou  égal  au  cube  de  3.  Il  efl:  im- 
portant de  rechercher  la  raifon  de  cette 
fingularité. 

196. 

Non -feulement  il  efl:  poffible  ,  comme 
nous  voyons,  que  la  formule  ixx — <^yy 
foit  un  cube  ;  mais  ce  qui  plus  efl ,  la  racine 
de  ce  cube  a  la  forme  ipp —  ^^^  ,  comme 
on  peut  s'en  convaincre  en  faifant  x=^^^ 
y=^i  ,  &  p^=.i ,  ^  =  1  ;  ainii  nous  con- 
noiflbns  un  cas  où  ixx—^yy:z=^{xpp—<.qqf^ 
quoique  les  deux  fa8:eurs  de  xxx — y/y  -^ 
favoir  x^i^yy/^ ,  &  xy/i — y)/')  ,  qui, 
fuivant  notre  méthode  ,  devroient  être  les 
cubes  de  py'i'^-qy/^ ,  &  de  py/i — q\/^ , 
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ne  foient  pas  des  cubes  ;  car  dans  notre  cas 
xy  i-\-y\/ ^=zj^y^ i-^y  1^  ,  au  lieu  que 

-f-  29  y  5 ,  ce  qui  n'efl  nullement  identique 
avec  4  y  2 -|- y/y. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule 
rr — iq//^peut  devenir  i  ou  — i  en  un  nom- 
bre infini  de  cas  j  par  exemple,  û  r=.^ 
&c  f=z  I  ,  fi  A= 1 9  &  f=:z  6  j  &  cette  for- 
mule multipliée  par  ipp — 5^^  reproduit  un 
nombre  de  cette  dernière  forme. 

Soit  donc  j5^ — logg^^i  ,  &  au  lieu  de 
fuppofer,  comme  nous  avons  fait  ci- de- 
vant,  IX X  —  ^yy=^(^ipp — 5  ^^)S  Vïous 
pourrons  fuppofer  d'une  façon  plus  géné- 
rale ^XX—^yy—{ff^iQgg){ipp—<^qqy', 
de  forte  que  prenant  les  fa6leurs  ,  nous  au- 
rons x^/^±y^^=.{f±g^/\6){p^/^±qx^^)\ 

Or  {p\/ ^±q\/ sy=^'^f'\-^SP^1^\  '^ 
+  (6/7/7^+5^0  \/5  j  &  ^lî  pour  abréger, 
nous  écrivons  J  \/i-\-B\/^  à  la  place 
de  cette  quantité  ,  &  que  nous  multipliions 
par  f-{-g\/ 10  y  nous  aurons  Af\/i-\-Bf\/^ 
':\-^Agy^'\-fBg\/i  à  égaler  à  x\/z 
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-]-y  V  5  ,  d'où  réfulte  x=:=Af-\-^Bg^  & 
j:=:Bf-^iAg;  or,  puifqu'il  faut  que  y 
=^  +  ï  9  i^  ^'^ft  p^s  ablolument  néceflaire 
que  6ppq-\-^q''=:zi  ;  au  Contraire  il  fuffit 
que  la  formule  Bf-\-iAg^  c'eft  à-dire  que 
fi6ppq-\^^f)^ig{ip'-]-i';,pqq)  devienne 
:=+!  ;  de  forte  quey^&  g  peuvent  avoir 
plufieurs  valeurs.  Soit ,  par  exemple  ,7=3 
&  ^=^1  ,  il  faudra  que  la  formule  i^ppq 
^^^  q'-\-4P^-{-}opqq  devienne  =  +  i, 
ou  bien  que  4P'-\'i^ppq-\-}opqq^i'jq'^ 
=±i. 

197. 

Cette  difficulté  de  déterminer  tous  les 
cas  poffibles  de  cette  efpece  ,  n'a  lieu  ce- 
pendant que  lorfque  dans  la  formule  axx 
-\-cyy  le  nombre  c  eft  négatif,  &  la  caufe 
en  eft  qu'alors  cette  formule  ,  ou  bien  cette 
autre  xx — acyy  ,  qui  en  dépend ,  peut  de- 
venir =  I  ;  ce  qui  n'arrive  jamais  quand 
c  eft  un  nombre  poßtif,  parce  que  axx 
'^cyy ,  ou  xx-\-acyy ,  donne  toujours  de 
•plus  grands  nombres,  plus  on  donne  de 
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grandes  valeurs  à  jc  &  ày.  C'efI:  pourquoi 
la  méthode  que  nous  venons  d'expliquer , 
ne  peut  s'employer  avec  avantage  que  dans 
les  cas  où  les  deux  nombres  a  6c  c  ont  des 
valeurs  politives. 

198. 

PafTons  maintenant  au  quatrième  degré, 
&  commençons  par  obferver  que ,  fi  la  for- 
mule axx-^cyy  doit  devenir  un  bi-quarré , 
il  faut  que  a  =1=1  ;  car  (i  ce  nombre  n'étoit 
pas  un  quarre ,  il  ne  feroit  pas  même  pof- 
fible  de  transformer  la  formule  en  un  quar- 
re ;  &  fi  cela  étoit  poflible  ,  on  pourroit 
auffi  lui  donner  la  formé  tt-\-acim  ;  c'eft 
pourquoi  nous  n'étendrons  la  queftion  qu'à 
cette  dernière  formule  ,  qui  revient  à  la 
précédente  xx-\-cyy  y  dans  la  fuppod- 
tion  de  azzzzi.  Cela  pofé,  il  s'agit  de  voir 
quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs  de  x 
&  de  j)/ ,  pour  que  la  formule  xx-\-cyy  de- 
vienne un  quarré-quarré.  Or  comme  elle  efl 
compofée  des  deux  faveurs  (  r-^-y  y —  c  ) 
(.r — y  y — c)  ,  il  faut  que  chacun  de  ces 
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fiafteurs  Toit  auffi  un  quarre -quarre  de  la 
même  efpece  ;  &  on  doit  faire  x-\-yy — c 

y — c)\  d'où  il  refaite  que  la  formule  pro- 
pofée  devient  égale  au  bi-quarré  {pp-^cqqy. 
Quant  aux  valeurs  de  x  &  dey,  elles  fe 
déterminent  facilement  par  le  développe- 
ment qui  fuit  : 

x^yy — cz=ip^-\-^p^  q  y — c — 6cppqq-\-ccq^ 
--4cpq'y^—c, 

x—yy — c^=^p'^ — 4P^^y — ^ — 6cppqq-\-ccq* 

donc  x=:p*-^6cppqq-\-ccq'^^  Sc  y=z4p''q 
—  4cpq\ 

199. 

Ainß ,  lorfque  xx-^yy  doit  être  un  bi- 
quarré ,  comme  aftuellement  c^=i  ,  nous 

avons  x=:^p^ — ^PP99~\^9'^9  ^  y^=^4P' ^ 
— 4pq^  j  en  forte  que  xx-\-yy=z{pp-\-qq')\ 

Suppofons,  par  exempl. /7:=i:2  &  ^=1, 
&  nous  trouverons  xz=.j  &  jrr::24,  d'où 
réfulte  xx-^yy=:6i<)=^^'^. 


240  E    L    É    M    E    N    s 

Sïp=^l  &■  qz=z2. ,  nous  obtenons  x:=:i  19 
&  y=^i  20 ,  ce  qui  donne  xx-\-yyz=z  1 3-*. 

200. 
Quelle  que  foit  la  puiflance  paire  dans 
laquelle  il  s'agifîe  de  transformer  la  for- 
mule axx-^cyy  ,  il  eft  toujours  abfolument 
nécefiaire  que  cette  formule  puifîe  être  ré- 
duite à  un  quarre;  mais  il  fufîit  pour  cet 
effet  qu'on  connoifTe  un  feul  cas  où  cela  ar- 
rive ;  car  on  pourra  transformer  la  formule 
enfuite ,  comme  nous  avons  vu ,  en  une 
quantité  de  la  forme  tt-\-acuu  ^  dans  la- 
quelle le  premier  terme  tt  n'eft  multiplié 
que  par  i  ;  de  forte  qu'on  peut  la  regarder 
comme  étant  contenue  dans  l'exprefiion 
xx-\-cyy  i  &  c'eft  d'une  manière  toujours 
femblable  qu'on  peut  donner  à  cette  der- 
nière expreflion  la  forme  d'une  fîxieme  puif- 
fance  ou  d'une  puiflance  paire  plus  haute 
quelconque. 

201. 

Cette  condition  n'eft  pas  requife  pour  les 
puifîances  impaires  j  &  quels  que  foient  les 

nombres 
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nombres  a  ^  c ,  on  pourra  toujours  tranf- 
former  la  formule  axx^cyy  en  une  puif- 
fance  impaire  quelconque.  Qu'on  deman- 
de, par  exemple,  la  cinquième;  on  n'aura 
qu'à  faire  xy^  a-\-yy  —c=z  (/'y  ^H-^^y  — c)% 
&  x\/a — y\/ — c-=::{p\/a — qy — c)%  & 
on  obtiendra  évidemment  axx-\~cyy:zzz{app 
'^cqqy-^  de  plus,  comme  la  cinquième 
puifîance  àe  py  a-^q\/ — c  efl:  aap'' \  cl 
^  5  aap''q  \ — c—- 1 oacp^qq  y  a —  i  oacppq^ 
y — c-\-'i^ccpq''  ya-\-ccq^  y — c  ,  on  trou- 
vera avec  la  même  facilité  x=^aap^—  i  oacp^ 
qq-\-  ^  ccpq^ ,  Si  y=  5  aap^q —  l  oacppq'-\-ccq\ 
Si  donc  on  demande  que  la  fomme  de 
deux  quartés,  ou  xx-\-2/y ,  foit  en  même 
temps  une  cinquième  puifîance ,  on  aura 
a=^i  6>L  c=zï  ',  donc  x=.p^ — lOp'^qq-Y^pq^'y 
^yz=i^p''q — ioppq^-\-q^ ;  &  en  faifant  de 
plus  /7=:^2  &  ^=1  ,  on  trouvera  a:i=38 
&  ^=::=4i  ;  par  conféqucnt  xx-^yy^z:-^  i  2  5 

=  5'- 

Tome  IL  Q 
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CHAPITRE     XIII. 

De  quelques  Expreßions  de  La  forme  ax* 
-j-by",  qui  ?ie  Jont  pas  réduuibles  à  des 
quarr  es, 

202. 


o 


N  s'eft  donné  beaucoup  de  peine  pour 
trouver  deux  bi-quarrés,  dont  la  Tomme 
ou  la  différence  fût  un  quarre  ;  mais  inuti- 
lement ,  &:  même  on  eft  parvenu  à  la  fin 
à  démontrer  que  ni  la  formule  x^-^-y'^ ,  ni 
la  formule  x'' — y^ ,  ne  peuvent  devenir  Aqs 
quarrés ,  fi  ce  n'efi:  dans  les  cas  évidens  où  , 
dans  la  première,  x  ou  ^z=o,  &  où, 
dans  la  féconde ,  j=:o  ou  y=x.  La  chofe 
eft  d'autant  plus  remarquable  ,  qu'on  peut 
trouver ,  comme  on  l'a  vu  ,  une  infinité  de 
folurions ,  lorfqu'il  ne  s'agit  que  de  fîmples 
quarrés, 

203. 

Nous  allons  donner  la  démonftration  dont 
nous  venons  de  parler  ,  &  afin  de  pro- 
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céder  par  ordre  ,  nous  remarquerons  avant 
toutes  chofes  que  les  deux  nombres  x  ^  y 
peuvent  être  regardés  comme  premiers 
entr'eux.  En  effet ,  (x  ces  nombres  avoient 
un  commun  divifeur ,  de  façon  qu'on  pût 
faire  xzzzzdp  Scy=ciq,  nos  formules  de- 
viendroient  d'^p^-\-4^f  6c  d^p^ — d^q*  ^  ces 
formules ,  u  elles  étoient  des  quarrés  ,  tei- 
teroient  des  quarrés  étant  divifées  par  d'^  ; 
donc  auffi  les  formules /?'*-j-^^  &  /?''  —  q^  ^ 
dans  lefquelles  p  ^  q  n'ont  plus  de  com- 
mun divifeur  ,  feroient  des  quarrés  -,  par 
conféquent  il  fuffira  de  prouver'  que  nos 
formules,  dans  le  cas  o\x  x  d)L  y  font  des 
nombres  premiers  entr'eux  ,•  ne  peuvent  de- 
venir des  quarrés  ,  &  notre  démonflration 
s'étendra  d'elle-même  à  tous  les  cas  où  x 
&  y  auroient  des  divifeurs  communs. 

204. 

Nous  commencerons  donc  par  la  fomme 
de  deux  bi- quarrés ,  fa  voir  par  la  formule 
;c'*-|-j* ,  &  en  confidérant  x  61  y  comme 
des  nombres  qui  font  premiers  entr'eux.  Il 

Q  ij 
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s'agit  de  prouver  que  cette  formule  ne  peut 
devenir  un  quarre  que  dans  les  cas  men- 
tionnés ci-deflus  ;  on  va  voir  les  raifon- 
nemens  que  cette  démonftration  exige. 

Si  quelqu'un  nioit  la  propolition  ,  ce  fe- 
roit  foutenir  qu'il  peut  y  avoir  des  valeurs 
de  a:  &  àey  telles  que  x^-^y^  fût  un  quarre, 
quelque  grandes  qu'elles  fuflent,  puifqu'ii 
n'y  en  a  pas  de  petites. 

Or  on  peut  faire  voir  clairement  que  fl 
X  ^  y  avoient  des  valeurs  fatisfaifantes , 
en  pourroit ,  quelque  grandes  que  fuflent 
ces  valeurs  ,  en  déduire  de  moindres  pa- 
reillement fatisfaifantes ,  tirer  de  celles-ci 
des  valeurs  encore  plus  petites  ,  &  ainli  de 
fuite.  Puis  donc  qu'on  ne  connoît  aucune 
valeur  en  petits  nombres ,  excepté  les  deux 
cas  ci-defllis  qui  ne  mènent  pas  plus  loin , 
on  peut  aufîi  conclure  avec  afTurance  qu'il 
n'exilte  point  de  valeurs  de  j^  &  dejy  de 
la  nature  de  celles  qu'on  cherche,  &  pas 
même  dans  les  plus  grands  nombres.  La 
proportion  avancée  à  l'égard  de  la  diifé- 
rence  de   deux   bi-quarrés,   x^ — y*  ^  fe 
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démontrera  par  le  même  principe ,  comme 
on  le  verra  plus  bas. 

205. 

Ce  font  les  points  fuivans  qu'il  faut  con- 
fîdérer  maintenant ,  (i  on  veut  Te  convain- 
cre que  ^'^-|-JV'^  "^  P^"^  devenir  un  quarre 
que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons 
parlé, 

I.)  Puifque  nous  fuppofons  que  x  ^y 
font  des  nombres  premiers  entr'eux  ,  c'eil- 
à-dire,  qui  n'ont  point  de  commun  divi- 
feur ,  il  faut  qu'ils  foient  ou  impairs  tous 
les  deux ,  ou  que  l'un  foit  pair  &  que  l'autre 
foit  impair. 

IL)  Mais  ils  ne  pourroient  être  impairs 
tous  deux ,  à  caufe  que  la  fomme  de  deux 
quarrés  impairs  ne  peut  jamais  être  un  quar- 
re j  car  un  quarre  impair  eft  toujours  con- 
tenu dans  la  formule  4«-|-i  ,  &  par  con- 
féquent  la  fomme  de  deux  quarrés  impairs 
aura  la  forme  ^n-^i,  ce  qui  étant  divisible 
par  2  ,  mais  non  par  4 ,  ne  peut  être  un 
quarre.  Or  ce  que  nous  venons  de  dire  doit 

Q  "j 
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s'entendre  aufîi  de  deux  bi-quarrés  impairs« 
liî.)  Si  donc  ^'^--j-r''  doit  être  un  quarre  , 
il  faut  qu'un  des  termes  foit  pair,  6c  que 
l'autre  loit  impair.  Or  nous  avons  vu  plus 
haut  que ,  pour  que  la  fomme  de  deux 
quarrés  foit  un  quarre  ,  il  faut  que  la  ra- 
cine de  l'un  puifTe  être  exprimée  par pp—qq, 
&  celte  de  l'autre  par  ipq  ;  donc  il  faudroit 
que  xx=zzpp — :jq  Se  yy=^ipq  y  &  on  auroit 

iV.)  Ici  par  conféquent  j  feroit  pair  Se 
X  feroit  impair  j  mais  puifque  xx=^pp — qq^ 
il  faut  aufli  que  des  nombres  p  ^  q  l'un  foit 
pair  &  l'autre  impair.  Or  le  premier  p  ne 
peut  être  pair,  parce  que  s'il  l'étoit,  /y? — qq 
feroit  un  nombre  de  la  forme  ^n — ^i  ou 
4/z-]-3  ,  &  ne  pourroit  devenir  un  quarre. 
Donc  il  faudroit  que  p  fût  impair  &  que 
q  fût  pair ,  &  en  ce  cas  il  eft  clair  que  ces 
nombres  feront  premiers  entr'eux.  « 

V.)  Pour  que  pp — qq  devienne  un  quarre 
ou  =zxx y  il  faut,  comme  nous  avons  vu 
plus  haut,  que/?=r/--j-j5^&:  qzzzzirf;  car 
en  ce  cas  xx=.{rr — ffy  Se  x=:rr  --ff. 
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VI.)  Or  il  faut  que  y  y  foit  pareülement 
un  quarre  ;  &  puifque  nous  zvïons yyz=iipq ^ 
nous  aurons  à  prêtent  jyj/=4/y"( /-/--]-//")  ,• 
de  forte  que  cette  formule  doit  être  un 
quarre  5  donc  il  faut  auffi  que  rf{rr-\-ff) 
foit  un  quarre  :  &  remarquons  que  r  S^  f 
font  des  nombres  premiers  entr'eux ,  de 
façon  que  les  trois  faveurs  de  cette  for- 
mule ,  favoir  r ,  /  &  ^^-\~ff^  n'ont  point 
de  commun  divifeur. 

VII.)  Or ,  quand  un  produit  de  plufieurs 
facteurs  qui  n'ont  point  de  divifeur  com- 
mun ,  doit  être  un  quarre  ,  il  faut  que  cha- 
que fa6leur  foit  de  lui-même  un  quarre  ; 
ainfi  on  fera  rz=ztt  èc  f=uu  ^  &c  il  faudra 
que  t^-^-u'^zz:  D. 

Si  donc  x^-[-z^^  étoit  un  D  ,  notre  for- 
mule, i*-l-z^%  qui  eft  pareillement  la  fomme 
de  deux  bi-quarrés  ,  feroit  de  même  un  G. 
Et  il  eft  bon  d'obferver  ici  que  puiique  xx 
i=i^  —  u^  &  yy  =:z  4ttuu(t'^ -\- u'^)  ,  les  nom- 
bres t  èc  u  feront  évidemment  bien  plus 
petits  que  x  Se  y ,  vu  que  x  $^  y  (e  déter- 
minent même  par  les  quatrièmes  puifTances 

Q  iv 
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de  r  &  de  z/,  &  ne  peuvent  par  confé- 
quent  que  devenir  bien  plus  grands  que  ces 
nombres. 

Vlll.)  Il  s'enfuit  de- là  que  fi  on  pouvoit 
affigner  ;,  quand  même  ce  leroit  en  nombres 
très-grands,  deux  bi-qijarrés,  comme  x* 
&  y^ ,  dont  la  fomme  fût  un  quarre  ,  on 
pourroit  en  déduire  une  fomme  de  deux 
bi-quarrés  beaucoup  plus  petits ,  qui  feroit 
pareillement  un  quarre  -,  cette  nouvelle 
fomme  en  feroit  trouver  enfuite  une  autre 
de  la  même  nature  &  encore  plus  petite , 
&  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  parvînt  à 
des  nombres  très- petits.  Or  une  telle  fom- 
me ,  en  nombres  très -petits,  n'étant  pas 
poflible ,  il  s'enfuit  évidemment  qu'il  n'y 
en  a  aucune  qu'on  puifTe  exprimer  par  des 
nombres  très-grands. 

IX.)  On  pourroit  obje8:er,  à  la  vérité, 
qu'il  exifle  une  fomme  de  l'efpece  dont  nous 
parlons,  en  nombres  très-petits,  favoirdans 
le  cas  dont  nous  avons  fait  mention ,  où 
l'un  des  deux  bi-quarrés  devient  zéro  ;  mais 
nous  répondons  qu'on  n'arrivera  certaine» 
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ment  pas  à  ce  cas ,  en  revenant  des  nombres 
très-grands  aux  plus  petits ,  fuivant  la  mé- 
thode indiquée  ;  car  fi  dans  la  petite  fomme 
ou  dans  la  fomme  réduite  — t^-\-u^^  on  avoit 
/rü^io  ou  i/zz:=o,  on  auroit  néceffairement 
yy:z=zo  dans  la  grande  fomme  ;  or  c'eft  un 
cas  qui  n'entre  point  ici  en  confidération. 

206. 

Pafîbns  à  la  foconde  proportion ,  &  prou- 
vons aufli  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés,  ou  x'^ — -j^,  ne  peut  jamais  devenir 
un  quarre  que  dans  les  cas  où  y=:=:o  &  y=jc. 

I.)  On  peut  regarder  les  nombres  x  ^  y 
comme  premiers  entr'eux ,  &  par  conié- 
quent  comme  étant  ou  impairs  tous  les 
deux ,  ou  l'un  pair  &  l'autre  impair.  Or 
comme  dans  l'un  6c  l'autre  cas  la  différence 
de  deux  quarrés  peut  redevenir  un  quarre  , 
il  faudra  confidérer  ces  deux  cas  fépa- 
rément. 

IL)  Suppofons  d'abord  les  deux  nombres 
X  &JK  impairs  ,  &  que  x—p-\-q  ^  y—p—qy 
il  faudra  nécelTairement  que  l'un  des  deux 
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nombres  p  ^  q  Toit  impair ,  &  que  l'autre 
foit  pair.  Or  nous  avons  xx — yy=j^pq^ 
&  xx-\-yy==^ipp-^iqq  y  donc  notre  for- 
mule x^ — y^z^4pq{ipp-\-iqq)  '^  &  ceci 
devant  être  un  quarre ,  il  faut  auiii  que  fa 
quatrième  partie,  pq(ipp-\-iqq)=.ipq 
(pp~\-qq)  >  foit  un  quarre  ;  &  puifque  les 
fadleurs  de  cette  formule  n'ont  point  de 
commun  divifeur  ,  à  caufe  que  ü  p  eu.  pair 
q  ed  impair  ,  chacun  de  ces  faéleurs ,  ip , 
q  &  pp-\-qq  ^  doit  être  de  foi  un  quarre.  Afin 
donc  de  faire  en  forte  que  les  deux  pre- 
miers deviennent  des  quarrés ,  qu'on  fup- 
pofe  zp=:z  ^rr  ou  /?=  irr^  &  q=iff^  où  / 
doit  être  impair  ,  &  il  faudra  que  le  troi- 
fieme  fafteur,  4/'*-|-/%  foit  pareillement  un 
quarre. 

III.)  Or,  puifque /^-|-4A^  eft  la  fomme 
de  deux  quarrés ,  dont  le  premier  ,  /%  eft 
impair ,  &  dont  l'autre ,  4/-^ ,  eft  pair ,  qu'on 
faile  la  racine  du  premier  /7^=/r  —  uu  ,  où 
t  foit  impair  &  u  pair  ;  &  la  racine  du  fé- 
cond, irr:=:zitu ,  OU  m=^tu ,  où  /  &  r/ 
font  premiers  entr'eux. 
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IV.)  Puis  donc  que  tu=:^rr  doit  être  un 
quarre ,  il  faut  que  tant  t  que  u  foient  des 
Guarrés.  Qu'on  fuppofe  donc  t=^mm  &  u 
:=::znn  ,  en  entendant  par  m  un  nombre  im- 
pair ,  &  par  n  un  nombre  pair ,  on  aura 
ff^^rrf — n*  ;  de  forte  qu'il  faudroit  de  nou- 
veau qu'une  différence  de  deuxbi-quarrés, 
favoir  m* — n\  fût  un  quarre.  Or  il  eft  clair 
que  ces  nombres  feroient  bien  plus  petits 
que  X  ßz  y ,  puifqu'ils  font  moindres  que 
r  ^  fy  qui  font  eux-mêmes  évidemment 
plus  petits  que  x  ^y.  Si  donc  une  folution 
étoit  poffible  dans  de  grands  nombres  ,  8c 
que  x^ — y^  fût  un  quarre ,  il  faudroit  qu'il 
y  en  eût  une  aufii  qui  fût  poiïible  pour  des 
nombres  beaucoup  plus  petits  ;  celle-ci  de- 
vroit  faire  parvenir  à  une  autre  pour  des 
nombres  encore  plus  petits ,  &  ainfi  de  fuite. 

V.)  Or  les  nombres  les  plus  petits  ,  pour 
lefquels  un  tel  quarre  peut  fe  trouver ,  ont 
lieu  dans  le  cas  où  un  des  bi-quarrés  eft 
=  0,  ou  qu'il  eft  égal  à  l'autre  bi- quarre. 
Dans  le  premier  cas  il  faudroit  que  n-=zo', 
donc  uz=:Qy  &  de  même  r=o,  p=Oy 
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&  enfin  x^ — jy^:=o,  ou  x-^:=.y*  ;  ce  qui 
elt  un  cas,  duquel  il  n'eft  pas  queftion  ici; 
que  fi  n=.m,  on  trouveroit  t  =  u^  enfuite 
y=:o ,  ^=120  ,  &  enfin  aufli  x=^y  ,  ce  qui 
n'entre  point  ici  en  confidération. 

207. 

On  pourroit  faire  ici  l'objeftion  que , 
puifque  m  eft  impair  &  que  n  eft  pair ,  la 
dernière  différence  n'eft  plus  femblable  à 
la  première ,  &  qu'ainfi  on  ne  peut  en  tirer 
des  conclufions  analogues  pour  des  nom- 
bres plus  petits.  Mais  il  (uffit  que  la  première 
différence  nous  ait  fait  arriver  à  la  féconde , 
&  nous  allons  faire  voir  que  x^ — y'^ne  peut 
non  plus  devenir  un  quarre  ,  quand  l'un  des 
bi-quarrés  eft  pair  &  que  l'autre  eft  impair. 

I.)  D'abord  fi  le  premier  x^  étoit  pair , 
&  que  y^  fût  impair ,  la  chofe  feroit  claire 
d'elle-même ,  puifqu'on  auroit  un  nombre 
de  la  forme  4/2-]- 3  5  qui  ne  peut  être  un 
quarre.  Soit  donc  x  impair  &  y  pair  ,  il 
faudra  que  xx:=zpp-\'qq  ^  Se  y=ipq  , 
d'où   réfulte    x' — y^^=^p^ —  'i-PPi^-^f 
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^=(pp — ^^)%  OÙ  des  deux  nombres/?  &  q 
l'un  doit  être  pair  &  l'autre  impair. 

IL)  Or/7/?-p^^^=;cAr  devant  être  un  quar- 
re ,  on  a  p:=^rr — ff^  q^^^irf;  donc  x 
=2rr-\-fß  Mais  de-là  réfuitejy^X^^C^'^— /T) 
.  2//',  o\xyy=zj^rf{rr — ff)  ,  ce  qui  devant 
être  un  quarre ,  le  quart  rJXrr — fj)  ,  dont 
les  faveurs  font  premiers  entr'eux  ,  doit 
pareillement  être  un  quarre. 

111.)  Qu'on  fafle  donc  r=^tt  ^  f=uuy 
on  aura  le  troineme  fafteur  rr — ffi=-t^ — u^y 
qui  devra  de  même  être  un  quarre  ;  or 
comme  ce  fafteur  équivaut  à  la  difFérence 
de  deux  bi-quarrés,  qui  font  beaucoup 
-moindres  que  les  premiers ,  la  démonilra- 
tion  précédente  efl  pleinement  confirmée  j 
&  il  eft  évident  que  ß  la  différence  de  deux 
bi-quarrés  pouvoir  devenir  égale  au  quarre 
d'un  nombre,  quelque  grand  qu'on  veuille 
le  fuppofer ,  on  pourroit ,  moyennant  ce 
cas  connu ,  parvenir  à  des  différences  de 
plus  en  plus  petites  ,  qui  feroient  de  même 
réduftibles  à  des  quarrés ,  fans  cependant 
retomber  dans  les  deux  cas  évidens ,  dont 
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nous  avons  parlé  au  commencement  ;  donc 
il  ell  impoilible  que  la  chofe  puifîe  avoir 
lieu  même  pour  les  plus  grands  nombres. 

208. 

La  première  partie  de  la  démonflration 
précédente ,  fa  voir  où  ^  &jy  font  fuppofés 
impairs ,  peut  s'abréger  de  la  manière  fui- 
vanre  :  fi  x^ — y^  étoit  un  quarre ,  il  faudroit 
qu'on  eût  xxz=pp-\~qj  Sz  yy=:zpp  —  ^.y, 
en  entendant  par  p  ^  q  des  nombres  dont 
l'un  foit  pair  &  l'autre  impair  5  moyennant 
cela  on  auroit  xxyyz^^p* — q"^ ,  &  il  faudroit 
par  conféquent  que  p^  —  q"^  fût  un  quarre; 
or  c'ell-là  une  différence  de  deux  bi-quarrés 
dont  l'un  eft  pair  &  dont  l'autre  eft  impair  ; 
&  il  a  été  prouvé  dans  la  féconde  partie 
de  la  démonftration  ,  qu'une  différence  de 
cette  nature  ne  peut  devenir  un  quarre. 

209. 

Nous  avons  donc  prouvé  ces  deux  pro- 
portions capitales,  que  ni  la  fomme  ni  la 
différence  de  deux  bi-quarrés  ne  peut  de- 
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Tenir  un  nombre  quarre ,  ß  ce  n'efl:  dans 
un  petit  nombre  de  cas  tout-à-fait  évidens. 

Quelques  formules  donc  qu'on  veuille 
transformer  en  des  quarrés  ,  fî  ces  formules 
demandent  qu'on  réduife  à  un  quarre  la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  bi- quarrés , 
on  peut  prononcer  que  ces  formules  pro- 
pofées  font  pareillement  impoffibles.  C'eft 
ce  qui  arrive  à  l'égard  de  celles  que  nous 
allons  indiquer. 

I.)  11  n'eft  pas  poflible  que  la  formule 
'^*~}"4X^  devienne  un  quarre  j  car  puifque 
cette  formule  eil:  la  fomme  de  deux  quarrés , 
il  faudroit  que  xxz=pp — qq ,  &  zyyz=z:ipq 
ou  yy=.pq  i  or  p  &c  q  étant  des  nombres 
premiers  entr'eux  ,  il  faudroit  que  l'un  & 
l'autre  fût  un  D.  Si  donc  on  fait /?::==  r/- & 
q:^=^ff',  on  aura  'xx^=:zr^ — p -^  c'elt- à-dire 
qu'il  faudroit  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  fût  un  quarre ,  ce  qui  efl:  impofiible. 

IL)  Il  n'efl:  pas  poiTible  non  plus  que  la 
formule  x^ — 4^*  devienne  xx^^  quarre  ;  car 
il  faudroit  dans  ce  cas  que  xx:=^pp-\-qq'^' 
&  iyyzz=ipq  y  afm  qu'on  eût  x"-  —  ^y^ 
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^==^{pp — ^-7)*^  orpourquejj=/7^,  il  faut 
que  tant  p  que  q  Ibit  un  quarre  ;  &  (î  on 
fait  en  conféquence  p^=.rr  ^  q=^ff,  on 
a  ;^fA:r=/-^-j-y**j  c'eft  -  à  -  dire  quil  faudroit 
que  la  fomme  de  deux  bi-quarrés  pût  de- 
venir un  quarre  ,  ce  qui  efl:  impofiible» 

III.)  Il  eft  impofîible  außi  que  la  for- 
mule AfX^ — y^  devienne  un  quarre  ,  parce 
qu'il  faudroit  en  ce  cas  necelTairement  que 
y  fût  un  nombre  pair  j  or  fi  l'on  fait  jy^=2;[ , 
on  trouve  que  4^:^  —  i^{S  &  P^r  confé- 
quent  auiïï  la  quatrième  partie  x'' — 4:^'*, 
devroit  pouvoir  fe  réduire  à  un  quarre  j 
ce  que  nous  venons  de  voir  n'être  pas  pof- 
fible. 

IV.)  La  formule  ix^-\-iy^  ne  peut  pas 
non  plus  fe  transformer  en  un  quarre  ;  car, 
puifqu'il  faudroit  que  ce  quarre  fût  pair^ 
&  par  conféquent  2j«^^-|-2jy''=4{{,  on 
auroit  x^-\-y*=:^i^7^,  ou  ii:^-\-ixxyy=.x'^ 
^ixxyy-^-y'^z^ij  ,  ou  pareillement  i^:^ 
—  ixxyy  =  x"*  —  ixxyy  -j-jy*  ^^^^  Ü .  Ainfî , 
comme  tant  zi^-^-ixxyy  que  i^i — ixxyy 
dévie  ndroient  des  quarrés,  il  faudroit  que 

leur 
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leur  produit  4:^^* — A^^y\  «^uffi  bien  que  le 
quart  de  ce  produit,  ou  ■(•  —  x^y'' ,  fût  un 
quarre.  Mais  ce  quart  elt  la  dinérence  de 
deux  bi-quarrés  ;  donc  ,  &c. 

V.)  Enfin  je  dis  auffi  que  la  formule  2  a'» 

■ — -  zy*  ne  peut  être  un  quarre  j  car  les  deux 

nombres  x  ^  y  ne  peuvent  être  pairs  tous 

deux,  puifque  s'ils  Tétoient,  ils  auroienr  un 

divifeur  commun  ;  ils  ne  peuvent  être  non 

plus  pair  l'un  &  impair  l'autre ,  puifqu'au- 

trement  une  partie  de  la  formule  feroit  di- 

vifible  par  4,  &  l'autre  feulement  par  2, 

&  qu'ainii  la  formule  entière  ne  feroit  di- 

viiible  que  par   2  ;    donc  il  faut  que  ces 

nombres  x  8^ y  foient  impairs  tous  les  deux, 

O r  fi  l'on  fait  à  préfent  x  =zzp -\-q,ßcy  =/> 

— q  y  un  des  nombres  p  ^  q  fera  pair  ,  & 

l'autre  fera  impair  j   &  puifque  2:51:^ — ly"^ 

iz:::2(xjt-j-vy)  (atx — yy)  >  &  que  xx-\-yy 

—  ipp-\-zqqz=zx{pp-\-qq)^  &  que  XX— y  y 

=:zj^pq^  notre  formule  fe  trouvera  exprimée 

par  I  ^pqipp~{~qq)  î  dont  la  feizieme  partie , 

ou  pq(pp-\-qq)  y  devra  être  pareillement  un 

quarre.  Mais  ces  facteurs  font  premiers  entre 

Tome  IL  II 


258  E    L    E    M   E    N    5 

eux  'y  ainfi  chacun  doit  de  fon  côté  être  un 
quarre.  Qu'on  fafîe  donc  les  deux  premiers 
p=:zrr  &c  qz=zffy  &  le  troiiieme  devenant 
i^/^-j-y^*,  ce  qui  ne  peut  être  un  quarre, 
prouvera  que  la  formule  propofée  ne  peut 
pas  non  plus  devenir  un  quarre. 

210. 

On  peut  démontrer  de  même  que  la 
formule  x^-\-iy^  ne  devient  jamais  un 
quarre  j  voici  l'ordre  de  cette  démonflra- 
tion  : 

I.)  Le  nombre  x  ne  peut  être  pair ,  parce 
qu'il  faudroit  en  ce  cas  que  y  fût  impair  ; 
&:  la  formule  ne  feroit  divifible  que  par  2 
&  non  par  4  ;  donc  x  doit  être  impair. 

II.)  Qu'on  fuppofe  donc  la  racine  quarrée 
de  notre  formule  =r=A^r-|-^^,  afin  qu'elle 
devienne  impaire,  on  aura  jf^-j-2j)/'*=jc'» 

fent  ;  en  forte  qu'en  divifant  les  autres  ter- 
mes par yj/  &  multipliant  par  qq ,  on  trouve 
4pqxx\Appyy=^iqqyy^  ou  4pqxx=.iqqyy 
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^APPyy^  d'où  Ton  tire^  =  î?^j  c'eil- 
à-dire  xx-=^qq — ipp  dz  yyz=.ipq ,  qui  font 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà 
données  plus  haut. 

III.)  Ainfi  qq—ipp  devroit  être  un  quarre, 
&  c'eil  ce  qui  ne  peut  arriver  ,  à  moins 
qu'on  nefaiïe  q-=:zrr-\-i[f  ^  p-=^irf  ^  afin 
d'avoir  xx:::^(r/- — ijj  y  ;  ox  OU  auroit  alors 
4'j{fr-^zff)zz=iyy;  &  il  faudroit  qu'aufîî 
le  quart  rf{rr-\-iff)  fût  un  quarre,  &: 
par  conféquent  que  r  &:/fufrent  chacun  en 
particuHer  des  quarrés.  Si  donc  on  fuppofe 
r::=tt  Si:  J~uu,  on  trouvera  le  troiiieme 
fa6leur  /r-j-2//=:rr^-[-2w%  qui  devroit  être- 
un  quarre. 

IV.)  Par  conféquent  fi  x'^-^-iy'^  étoit  un 
quarre,  il  faudroit  aufïi  que  t^-\-.2u'^  fût  un 
quarre;  &:  comme  les  nombres  /  &  m  fe- 
roient  beaucoup  moindres  que  x  S^y  ^  on 
pourroit  parvenir  de  la  même  manière  à 
des  nombres  toujours  plus  petits.  Or  il  eft 
facile  de  fe  convaincre ,  par  quelques  elTais , 
que  la  formule  propofée  n'efl  pas  un  quarre 
de  quelque  petit  nombre  ;    donc  elle  ne 

Rij 
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l'eil  pas  non  plus  d'un  nombre  même  très- 
grand. 

21  I. 

Pour  ce  qui  regarde  au  contraire  la  for- 
mule x^ —  ly^^  il  n'cit  pas  pofiible  de  prou- 
ver qu'elle  ne  peut  devenir  un  quarre ,  & 
on  trouve  même  par  un  raifonnement  fem- 
blabie  au  précédent,  qu'il  y  a  une  infiniré 
de  cas  oii  cette  formule  devient  réellement 
un  quarre. 

En  effet,  que  x'' — ly"^  doive  être  un 
quarre,  nous  venons  de  voir  qu'en  faifant 
x:c:=:zpp-^iqq  ^  yyzz=:2pq ,  on  trouve  x* 
—  iy^=z:{pp — li/^)-.  Or  pp-^iqq  doit 
donc  devenir  pareillement  un  quarre',  & 
c'eil  ce  qui  arrive  ,  lorfque  p^ii^rr —  2.Jf  &c 
qz=::zirj\  jvu  qu'oîi  a  dans  ce  cas  xx-:z.(^rr 
'-^ijjy.  De  plus  il  eft  à  remarquer  qu'on 
pourroit  prendre  pour  le  même  effet /?:=:=  lyj/' 
— rr  &  q=irf:  nous  ferons  attention  à  l'un 
&  à  l'autre  cas. 

I.)  Soit  d'abord  p.=rr — i{fS^  q=zirf^ 
on  aura  xz:=^rr-\-  ifj  ;  &  à  caufe  f^Q  yy 
zz:^zpq,  on  aura  maintenant  jyj)':i=  4 /■/(/•/* 
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—  iff)  ;  de  forte  que  r  ^  f  doivent  être 
des  quarrés.  Qu'on  ïà{^Q  donc  rz=u  8^ 
f:=uu,  on  iTOuver3. yy  =  4nuu (t* — ■lu'^), 

AinCi  yz=:ziiu  yt"^  —  lu"^  &  xz=^ t^ -j-  2  z/"  ; 
donc,  lorfque  ;^  —  lu"^  eft  un  quarre,  on 
trouvera  auiîi  x'* — 2y^:=:n  ;  mais  quoique 
t  Se  u  foient  des  nombres  plus  petits  que 
X  Si: y ,  on  ne  peut  conclure  cependant, 
comme  auparavant ,  que  x-^ — ly"^  ne  peut 
être  un  quarre,  de  ce  qu'on  parvient  à  une 
formule  fembiable  en  de  moindres  nom- 
bres  ;  car  x* — ly"^  peut  devenir  un  quarre, 
fans  qu'on  parvienne  à  la  formule  t* — 2w% 
comme  on  le  verra  en  confidérant  le  fé- 
cond cas. 

II.)   Soit   donc  p=:  iff —  rr  &  q=z  2  //, 

on  aura  à  la  vérité,  comme  ci-devant, 
xxz:zirr-\-iff  ;  mais  on  trouvera  jy^jr^  2^^ 
=4rf(iff—rr).  Si  l'on  fuppofe  maintenant 
rzz^rt  ^  fz^iuu  ^  on  obtient  jyj/rrr  4;/ z/:^ 

(2r/^— ;"),  par  conréquentjy'^i=2/?/y  2//^ — i'^ 
&  x=t*-^  zu\  moyennant  quoi  il  eil:  clair 
que  notre  formule  x"-  —  zy^  peut  devenir 

R  lii 
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aufii  un  quarre  ,  quand  la  formuie  lu*' — i^ 
devient  \\n  quarre.  Or  ce  cas  a  lieu  évi- 
demment ,  quand  t=z^i  &  w=:i  j  &  nous 
obtenons  par-là  a":==:3  &  y:=z:2,  &  enfin 
x^  —  ly*  =  8 1  —  2.16::::=  49. 

lil.)  Nous  avons  auffi  vu  plus  haut  que 
zw^ — t^  devient  un  quarre,  lorfque  :/=i3 

&  r::^!  ,  puifqu'alors  \/ lu"^ — t*=^n,(). 
Si  nousTubftituons  donc  ces  valeurs  au  lieu 
de  /  &  de  z/ ,  nous  trouvons  un  nouveau 
cas  pour  notre  formule,  favoir  at^^i-j-z 

,I3'*^z::^71  23  ,    &  ^:=:::2.I  3.239=6214, 

IV.)  De  plus ,  dès  qu'on  a  trouvé  des 
valeurs  de  x  &  de  jy^ ,  on  peut  les  fubfti- 
tuer  k  t  Se  k  u  dans  les  formules  du  n°.  i, 
&  on  obtiendra  par  ce  moyen  de  nouvelles 
valeurs  de  jc  &  de  y. 

Or  nous  venons  de  trouver  ^=3  &  y 
=:  2  ;  faifons  donc ,  dans  les  formules  n^.  i , 

/=3  8c  u=iy  de  forte  que  yt" — lu^ 
c==7  ,  &  nous  aurons  les  nouvelles  valeurs 
fuivantes,  x=z2i-\-i. 16  =  11}  dzy  =  i 
.3. 2.7=84  j   ainfi  xx:=ii'y6^  ,  &  x^ 
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:=i:i (53047361  j  de  plus  jy=:7056,  &j>'* 
=1:49787136;  donc  ;t"*— 2y*^:=63473o39  : 
la  racine  quarrée  de  ce  nombre  eft  7967, 
&  elle  s'accorde  parfaitement  avec  la  for- 
mule adoptée  au  commencement,  /7,^— 2 ^i/* 
car  puifque  t=z:T^  &  u=i ,  on  a  /-=^9  & 

y:z:=4;    donC/J^Sl ^iz^^Cf   &   ^z=;72, 

d'où    réfulte   /?/? — 2 j^::^ 2401  —  10368 

=—7967. 


CHAPITRE     XIV. 

Solutions  de  quelques  Qjieflions  qui  appar* 
tiennent  à  cette  partie  de  CAnalyfe, 


N< 


212. 


ous  avons  expliqué  jufqu'ici  les  arti- 
fices qui  fe  préfentent  dans  cette  partie  de 
l'analyfe ,  &  qui  peuvent  être  nécefîaires 
pour  réfoudre  quelque  queflion  que  ce  foit 
qui  appartienne  à  cette  partie  ;  il  nous  refte 
à  les  mettre  dans  un  plus  grand  jour ,  en 
joignant  ici  quelques-unes  de  ces  queftions 

avec  leurs  folutions. 

R  iv 


2^4 
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213. 

Premiere  queßlon.  Trouver  un  nombre 
tel  que ,  fi  on  y  ajoute  ou  qu'on  en  retran- 
che l'unité  ,  on  obtienne  dans  l'un  &  l'autre 
cas  un  nombre  quarre. 

Soit  le  nombre  cherché  ^=.x  ^W  faut  que 
tant  r-j-i  que  x — i  foit  un  quarre.  Sup- 
posons pour  le  premier  cas  x-\-i:=::pp , 
nous  aurons  x-=^pp  —  i  &  x — i=^pp — 2, 
ce  qui  devra  pareillement  être  un  ü  •  Que 
la  racine  en  foit  donc/? — q ,  nous  aurons 
pp — ^'^==^pp — '^P^'\~1^ -i  ^  P^r  conféquent 
pz=~'3^^  au  moyen  de  quoi  on  obtient  x 

=  2-lLLi    où  l'on  peut  donner  à  a  une  va~ 

leur  quelconque  même  fractionnaire. 
Si  nous  faifons  donc  */=7,  en  forte  que 


X'. 


4'rfj 


■y  nous  aurons  pour  quelques 


petits  nombres  les  valeurs  qui  fuivent  : 


Si  /•  =  I 
on  a  X  :=  - 


2 

I 

I 

2 

4 

6ç 
16 

I 

36' 
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214. 

Seconde  quefllon.  Trouver  un  nombre  x 
tel  que ,  (î  on  y  ajoute  deux  nombres  quel- 
conques ,  par  exemple  4  &  7 ,  on  obtienne 
dans  Tun  &  l'autre  cas  un  quarre. 

Il  faut  d'après  cet  énoncé  que  les  deux 
formules,  A:-f-4  &  ^-\-7  ,  deviennent  des 
quartés.  Qu'on  fuppofe  donc  la  première 
X'-\-4=pp,  on  aura  x=^pp — 4,  &  la  fé- 
conde deviendra  x-^y^pp-^-^  ;  or  cette 
formule  devant  aufll  être  un  quarre,  foit 
fa  racine  =p-\-q ,  Se  on  aura  pp-^-^^zzzpp 
-j-2/?^-j-^^,  d'où  Ton  tirera.  p:^^^~\  & 

par  coniequent  x=^- -^^   '       .  bi  de 

plus  on  prend  pour  q  une  fraélion^  ,    on 

trouve  pour  x  la  valeur  ^^ .--^^-^ —  , 

4rrfJ 

dans  laquelle  on  peut  fubflituer  à  r  Si  kf 

tous  les  nombres  entiers  qu'on  veut. 

Si  l'on  fait  r=i  &  7^1  ,  on  trouve  x 

n= — 3  ;  donc  JC-|-4=:::I    Sz  a:-{-7=4.         ' 

Que  fi  l'on  demandoit  que  x  fût  un 
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nombre  pofitif,  on  pourrait  faire/^ri  &: 
3:=i  ,   &  on  auroit  x:=^--~^^  moyennant 

Si  l'on  fait/=  3  &  /•=:=i  ,  on  a  Arr=^' , 
d'où  réfultent  ;c-f-4==y  &  ;c4-7='|-^ 

Veut- on  que  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule qui  exprime  ;*: ,  furpaffe  le  moyen , 
qu'on  fafTe  /-^=  5  &  /::=i ,  on  aura  ;c=^^ , 
&  par  conféquent  ;i:+4z=:^^'  &  x-\-j='-^, 

21  5. 

Troißeme  queßion.  On  cherche  une  va- 
leur fraftionnaire  de  x  ,  telle  qu'ajoutée  â 
I  ou  fouilraite  de  i ,  elle  donne  dans  l'un 
&  l'autre  cas  un  quarre. 

Puifque  ce  font  les  deux  formules  \-\-x 
Se  I — X  qui  doivent  devenir  des  quarrés, 
qu'on  fuppofe  la  première  i-\-x=pp ,  on 
aura  x:=z:pp — i  ,  &  la  féconde  formule  i 
— a:=^2 — pp.  Or  comme  cette  formule-ci 
doit  devenir  un  quarre ,  &  que  ni  le  pre- 
mier terme  ni  le  dernier  n'eft  un  quarre , 
il  faudra  tâcher  de  trouver  un  cas  où  la 
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formule  devienne  un  D  ;  on  ne  tarde  pas 
à  en  appercevoir  un  ,  c'eft  celui  àe  p=:zi. 
Qu'on  faffe  donc  /7=i  —  ^,  de  forte  que 
x^=^qq — 2^,  notre  formule  2 — pp  fera 
z=::\-\-^q  —  qq  ;  &  en  fuppofant  la  racine 
=  1  —  qr^  on  aura  i-|~^^ — ''/^^^^^ — "^^^ 
■\-qqrri  ainfi  2 — q=^—ir-Yqrr,  &  ^  =  ^^; 

de- là  réfulte  ^=::> — r--ri  &  puifque  reft 
une  fraftion  ,  qu'on  fafîe  /■=^,  on  aura  x 

clair  que  u  doit  être  plus  grand  que  t. 
Soit  donc  ,  par  exemple,  ^^^^2  &  ^:r::=i, 

on  trouvera  x=^—. 

Soit  u^^T,  &  r=2,  on  aura  x  =  ^°, 

&  les  formules  i4-;c:=^^&  i — x=^^  , 

feront  toutes  deux  des  quarrés. 

216. 

Quatrième  queflion.  Trouver  des  nom- 
bres X  tels  que  ,  foit  qu'on  les  ajoute  à  i  o  , 
fuit  qu'on  les  fouflraie  de  i  o  ,  il  en  réfulte 
des  quarrés» 
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Il  s'agit  donc  de  transformer  en  quarrés 
\qs  formules  io-J-a:  &  lo — x ,  &  on  pour- 
roit  le  faire  par  la  méthode  qu'on  vient 
d'employer  ;  mais  indiquons  une  autre  voie 
pour  y  parvenir.  On  remarquera  d'abord 
que  le  produit  de  ces  deux  formules,  ou 
100  —  XX  ^  doit  pareillement  devenir  un 
quarre  ;  or  fon  premier  terme  étant  déjà 
un  quarre  ,  il  faut  en  fiippofer  la  racine 
:=io — px  ^  moyennant  quoi  on  aura  loo 
^xxz=:iiOO—iopx-\-ppxx  j  donc  x^=^~-  ; 
or  par- là  ce  n'eft  encore  que  le  produit 
des  deux  formules  qui  devient  un  quarre  , 
&  non  pas  chacune  en  particuher.  Mais 
pourvu  que  Tune  devienne  un  quarre,  l'au- 
tre fera  néceffairement  auffi  un  quarre  -,  or 
io+A:=i^^^''-^-:^°^'°^^^"^^^',  &  puifque 

t  PP^i  PP+*        '        r       T 

Pp-\-  2.p-\-i  ei\  déjà  un  quarre  ,  tout  fe 
réduit  à  ce  qu'aufli  la  fra61ion  -^  ,  ou  bien 

T  pp+1  ' 

celle-ci  -~  ~-v-~^~ ,  foit  un  quarre.  Il  faut 

pour  cela  feulement  que  \opp-\~\Q>  foit  un 
quarre,  &  on  a  de  nouveau  befoin  ici  de 
trouver  un  cas  où  cela  ait  lieu.  On  remar- 
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quera  qu'un  tel  cas  eft  />  =  3  j  c'eft  pour- 
i^uoi  on  fera /?  1^:3 -|-^  ,  &  on  aura  100 
'^6oq-\-\oqi]..  Que  ia  racine  de  ceci  fbit 
I  o-j-^r ,  on  aura  l'équation  finale  i  oo-|-6o^ 
-^lOqq^i^lOQ-^-lQqt-^-qqtt^  qui  donne  q 
:zzz^°^^y  au  moyen  de  quoi  on  détermi- 
nera/?=  3+^,  &  ^=^yßr 

Soit  /=3  ,  on  trouvera  ^.=0  &  /'=3  y 
donc  xr^ö,  &  nos  formules  io-1-.t=i6 
&  10-— -x=4. 

Mais  fi  r=:i ,  on  a  ^=— |-  & /?=::=— ^, 
ainfi  ;c:=:^  —  ^"^  j  or  il  ell  indiflérent  de  faire 
auffi  :^.=-l-^^,  donc  io-\-x^::^^  &  10 


16 


— x=  — ,  quantités  qui  font  toutes  deux  des 
quarrés. 

217. 
Remarque,  Si  on  vouloit  généralifer  cette 
queftion  en  demandant  pour  un  nombre 
quelconque  a  des  nombres  x,  tels  que  tant 
Ä-j-x  que  a — x  fuilent  des  quarrés,  la  fo- 
lution  deviendroit  fouvenr  impoiiible,  fa- 
voir  dans  tous  les  cas  oii  a  ne  feroit  pas  la 
fomme  de  deux  quarrés.   Or  nous  avons 
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déjà  vu  plus  haut  que  depuis  i  jufqu'à  50 
ce  ne  font  que  les  nombres  fuivans  qui  font 
les  fommes  de  deux  quarrés ,  ou  qui  font 
contenus  dans  la  formule  xx-\^yy: 
i,  2,  4,  5,  8,  9,  10,  13  ,  16,  17,  18, 
20,   25  ,   26,   29,   32,   34,  36^  37, 

40,  41 5  45  ?  49>  50- 
Ainfi  les  autres  nombres  compris  entre  i 

&  50  ,  &  qui  font  : 

3,6,7,11,12,14,15,  19^  21,  22, 

23,  24,  27, 28,  30,  31,  33,  35, 38, 

39,  4^5  43  5  44.  4<^,  47,  48, 
ne  peuvent  fe  décompofer  en  deux  quarrés  ; 
par  conféquent  toures  les  fois  que  a  feroit 
un  de  ces  derniers  nombres ,  la  queftion 
feroit  impofilble.  La  démonftration  en  eflr 
facile.  Soit  a-^^-x=.pp  &  a — x=ic]q  ,  l'ad- 
diiion  des  deux  formules  donnera  lazzipp 
-^-q^  i  donc  il  faut  que  m  foit  la  fomme 
de  deux  quarrés  j  or  fi  la  efl:  une  fomme 
de  cerre  efpece  ,  a  en  fera  une  femblable  j 
par  conféquent ,  lorfque  a  n'elt  pas  la  fomme 
de  deux  quarrés  ,  il  fera  toujours  impof- 
fible  que  a~^x  &  a- — x  fuient  en  mém.e 
temps  des  quarrés. 
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218. 

Comme  3  n'eft  pas  la  fomme  de  deux 
quarrés  ,  il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dit , 
que,  fi  a=3  ,  la  quellion  ell:  impoflible. 
Mais  on  pourroit  obje6ler  qu'il  y  a  peut- 
être  deux  quarrés  fraftionnaires ,  dont  la 
fomme  eft  =::  3  ;  nous  répondons  que  cela 
n'efi:  pas  pofîible  non  plus;  car  ü  3  étoit 
==î"7+yT'  ^  ^^'^"  multipliât  par  qc/ff, 
on  auroit  '^qqffi=^ppff~\-qq''^ t  où  le  fécond 
membre ,  qui  ell:  la  fomme  de  deux  quarrés , 
feroit  divifible  par  3  ;  or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu'une  fomme  de  deux  quarrés 
ne  peut  avoir  pour  divifeurs  que  des  nom- 
bres qui  foient  eux-mêmes  des  fommes  de 
cette  efpece. 

Il  eil  vrai  que  les  nombres  9  &:  45  font 
divifibles  par  3  ,  mais  ils  font  divilibles  außl 
par  9 ,  &  même  chacun  des  deux  quarrés 
qui  compofent  tant  l'un  que  l'autre  ,  ell  di- 
vifible par  9  ,  vu  que  ^=:y-]^o^y  &  45 
=  6'-|-3*;  c'eft  donc  un  cas  diilérent  & 
duquel  il  n  efl  pas  queftion  ici  ;  &c  nous 
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pouvons  donc  nous  en  tenir  à  la  conclufion  , 
que  ii  un  nombre  a  n'efl  pas  en  nombres 
entiers  la  fomme  de  deux  quarrés ,  il  ne 
le  fera  pas  non  plus  en  fra6lions.  Lorfqu'au 
contraire  le  nombre  a  eft  en  nombres  en- 
tiers la  (bmme  de  deux  quarrés  ,  il  peut 
être  d'une  iniinité  de  manières  la  fomme 
de  deux  quarrés  en  nombres  fractionnaires  j 
c'eil  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

219. 

Cinquième  queflion,  Décompofer  en  au- 
tant de  manières  qu'on  voudra  un  nombre , 
qui  eil:  la  fomme  de  deux  quarrés  ,  en  une 
autre  fomme  de  deux  quarrés. 

Soit  ff~\-gg  le  nombre  propofé ,  & 
qu'on  cherche  deux  autres  quarrés  ,  par 
exemple  xx  Siyy  ,  dont  la  fomme  xx-\-yy 
foit  égale  au  nombre  ff-\-gg-  H  eß  clair 
d'abord  que  Ç\  x  q^l  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que  j\  il  faut  qu'au  contraire  y  foit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qu'on 
faße  donc  x=zf-\-p:^  &  y=^g — q{  ,  on 
aura  ff-\-  ^-fpi+PPH+g^  —  ^gn  +  m^ 
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=ff-\"gg,  OÙ  les  deux  termes  ff'  &  gg  fe 
détruifent  ;  après  quoi  il  ne  refte  que  des 
termes  qui  font  divisibles  par  ;[.  Ainfï  on 
aura   ifp+ppx— 2.gq~\-aq7^=^o ,  ou  ppi 

d'où  Ton  tire  pour  :*£:  &  y  les  valeurs  fui- 
vantes  ,  x  —  'Ifl^^^'P^l  &  y=  ^^'  '-«'-^^-^ , 

PP"^^?  ^  PP+^3 

dans  lelquelles  on  peut  adopter  pour/?  &  ^ 

tous  les  nombres  pofiibles  à  volonté. 

Que  ,  par  exemple  ,   2  foit  le  nombre 

propofé ,  en  forte  que  f=i  &  g=^i  -,  on 

aura  xx-^ry=i  ;  6v  à  caufe  de  ;i^=  m^^zl? 
^  ■j       '  pp'^i'î 

&  dej=^^^g^%fionfait/P3ir2&^::^i, 
on  trouve  x  =  7&  y;=7. 

220. 

Sixième  queßion.  Si  ^  eil:  la  fomme  de 
deux  qùarrés,  trouver  des  nombres  jc  ,  tels 
que  a-j-AT  &:  a — x  deviennent  des  quarrés. 

Soit  <2=:i3z=::c)-]-4 ,  &  qu'on  fafle  13 
>^x=pp  &  13  — xzz^qq^  on  aura  d'abord 
par  l'addition  i6=:zpp-^qq  ^  enfuite  par 
la  foullraâiion ,  ix:z^pp-—qq;  il  faut  par 
conféquent  que  p  &:  ^^  foient  tels  QUQ  pp 
Tome  II.  S 
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^qq  devienne  égal  au  nombre  26,  qui  ed 

.^ûlîi  la  fomme  de  deux  quarrés ,  favoir  de 

25-J-i.  Or  puifqu'il  s'agit  en  effet  de  dé- 

compofer  16  en  deux  quarrés,  dont  le  plus 

grand  puiffe  exprimer  pp  ^  &  le  plus  petit 

.qq ^  on  aura  fur  le  champ  /'=5  &  ^:=i , 

de  forte  que  x=:.].i\  mais  l'on  peut  ré- 

fqudre  le  nombre  16  encore  d'une  infinité 

de  manières  en  deux  quarrés.  Car  puifqiie 

^—-5  &  ^z^i  ,  fi  nous  écrivons  dans  les 

formules  de  ci-deiïus  /  &  i/  au  lieu  dep&cq. 

Se  p  Sl  q  siu  lieu  de  ^  &jy ,  nous  trouvons 

p=z — ^-^ ^  ex  g  = .    Mamtenant 

nous  pouvons  fubf^ituer  à  /  &  z<  des  nom- 
bres quelconques,  &  déterminer  par -là 
p  Se  q ,  &c  par  conféquent  aufîi  la  valeur 
de 


x: 


.PP-'il 


-'-Soit,  par  exemple,  /=2  &  r^  =  i  ,  on 
aura 7>=:y&^=:^j  donc  pp  —  qq=^^ 

221. 

Mais  afin  de  réfoudre  cette  queftion  d'une 
manière  générale.,  foit  a=^cc'\-dd,  & 
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riiiconnue  ={;  c'eft-à-dire  que  ce  foienc 
les  formules  a~\-ibc  a — ^  qui  doivent  de- 
venir des  quarrés. 

Faifons  a-\-^=iXx  &  a — :^==yjy^,  nous 
aurons  d*abord  ia=zi{cc-\-ddy^z:xx-\~yyy 
enfuite  i:ç=:xx — yy.  Donc  il  faut  que  les 
quarrés  xx  &  yy  foient  tels  que  xx-^yy 
:=:i{cc~\-dd)  ^  OU  en  effet  i{cc-\-dd)  eft 
la  fomme  de  deux  quarrés,  ravoir=(c+£/)* 
-f-(c — dy.  Suppofons,  pour  abréger,  c-\-d 
=/,  &  c  —  d^^g^  il  faudra  que  xx~^yy 
=-ff-\-gg  y  ^  cela  arrivera ,  d*après  ce 
qui  a  été  dit  ci-defTus ,  quand  x=z^-^^^-^^3^ 
&  y=^gi+g^^^~g^\  On  obtient  par- là  une 
folution  très -facile,  en  faifant^=:i  &  q 

c:=:I  ',   car  on  trouve  X  =  ^-^=:zg=:C  —  d  ^ 

6z y=fz=zc-\-di  par  conféquent  ^z^zicd; 
Se  il  eft  clair  que  a-\-^=^cc-\-dd~\-icd 
=:(c+d)\  Se  a — ^=cc-\-dd — icdz=:(c — d)\ 

Cherchons  une  autre  folution ,  en  faifant 
p=:i  &  ^=1  ;  nous  aurons  x=''-^  & 
jy=:^^ ,  oii  tant  cScd  que  x  Scy  peuvent 
fe  prendre  en  moins  ,   parce  qu'il  n'eft 

Sij 
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queftion  que  de  leurs  quarrés.  Or  puifque 
X  doit  être  plus  grand  que  y ,  qu'on  faite 
ûf négatif,  on  aura  x z=z'^  ^ y z:^"^^ ,  De- 
là réfulte  r=^l^l±il'iz±ü^,  &  cette  valeur 
étant  ajoutée  à  a=cc-\-dd,  donne ^i^^'', 
dont  la  racine  quarrée  eft  "-^  j  iî  l'on  fouf- 
trait  enfuite  ^  de  a ,  il  refte  ^2f£zAlL^^^ ,  le 
quarre  de  ^-^-^  ;  &  on  voit  qu'en  effet  de 
ces  deux  racines  quarrées  la  première  efl: 
=x  &  la  féconde  =^y^ 

222. 

Septième  qutflion.  On  cherche  un  nom- 
bre X  tel  que  ,  foit  qu'on  ajoute  i  à  ce  nom- 
bre même ,  foit  qu'on  ajoute  i  à  fon  quarre 
XX  y  on  obtienne  un  quarre. 

Il  s'agit  de  transformer  en  quarrés  les 
deux  formules  x-^i  &  xx-\-i.  Qu'on  fup- 
pofe  donc  la  première  x-\-iz=zfpy  &  à 
caufe  de  x=:pp — i ,  la  féconde  xx-]'i=p'^ 
—  ipp-\-i,  devra  être  un  quarre.  Cette 
dernière  formule  efl  de  nature  à  ne  point 
admettre  de  folution,  à  moins  qu'on  ne 
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connoiiTe  d'avance  un  cas  fatisfaifant  ;  mais 
un  tel  cas  fe  préfente  auffi-tôt ,  c'eft  celui 
de  /?=:i.  Soit  donc  /7=i-[-^  ,  on  aura  xx 
^iz=zzi-^4^qq-^4q'^-\-q\  ce  qui  peut  de- 
venir un  quarre  en  bien  des  manières. 

I.)  Qu'on  en  fuppofe  d'abord  la  racine 

z=^\-\-qq  ^  on  aura  I-|-4^^-|-4^'-j-^'^=::I 
'-\-^qq-\-q' '^  ainfl  4q--y4qqz=zzq  ,  ou  4+4^ 
=  2  &  ^= — \;  àonc  p:=.\^  x=zz  —  i. 
II.)  Soit  la  racine  =:=i — qq ,  on  trouvera 
i-j-4^9'-}-4^^+^^=i — 2?f-|-f^j  par  con- 
féquent  ^=— t|  & />= — ^^cequidonne 
x=:  —  -,  comme  auparavant. 

III.)  Si  l'on  fait  la  racine  ^i-j-i^-j-^^y, 
afin  de  retrancher  le  premier  &  les  deux 

derniers  termes,  on  a  i-|-4^^-j"4^7'H~^'^ 
=::i-|-4^-|-6^^'-j~4^^-[-^'* ,  d'où  l'on  tire 
q^zz — 2  &  /?==:  —  I  j  donç  ;»£r:=0. 

IV.)  On  peut  adopter  aufîi  i — iq — qq^ 
pour  la  racine  ,  &  on  a  dans  ce  cas  i-^/^qq 

+  49^'+^'=  '  — 4^+i^f +4^'+^'  ;  mais 
on  trouve  comme  auparavant  q:=  —  2. 
V.)  On  peut  p  fi  l'on  veut ,  retrancher  les 

S  iij 
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deux  premiers  termes ,  en  failant  la  racine 
=z\-^iqcj  i  car  on  aura  ^-\-4qq-\-4q'^-\-q* 
zz=i-^4<j<j^4f;  alors  ^=i&/?— ^;  par 
conlequent  jfr=:r|lj  enfin  Ar+izz^^T^V, 

On  trouvera  un  plus  grand  nombre  de 
valeurs  pour  q ,  en  faifant  ufage  pour  cela 
d'une  de  celles  qu'on  vient  de  déterminer , 
par  exemple  de  celle-ci,  qz= — i;  car 
ibit  à  préfent  ^=  —  r+^'  ^"  ^P^^^^~^^y 

H-r'';  donc  l'expreffion^ — ^r — ^-rr-{-ir^ 
-|-/-,  à  laquelle  notre  formule  fe  réduit, 
devra  être  un  quarre,  &  elle  devra  l'être 
auffi  étant  multipliée  par  i6,  dans  lequel 
cas  on  a  25 — i4r — Srr-\-yir-\-i6r\  C'eft 
pourquoi  faifons  à  préfent: 

I.)  La  racine  ^^=^^~\-fi'+4rr;  en  forte 
que  25-=- 24/- — 8rr-|-3  2r^-|-i6A'*  =  25 
■^lOp±40rr-\-ffrr±Sfr'-\-l6r^.  Les 
premiers  &  les  derniers  termes  fe  détrui- 
fent ,  &  nous  ôterons  auffi  les  féconds , 
en  fdilant  — 24=10/,  &  par  conféquent 
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/i=-r--îi;  divifant  enfuite  les^  termes  ref- 
lans  par  /-/-,  nous  avons  — 8-)-32/'=i+40 
'^ff^^ffi.  ^  en  admettant  le  (îgne  fupé-- 
rieur ,  nous  trouvons  /-^^—g..  Or ,  à  caufe 
de  f^=^  —  — ,  nous  avons  r±^~  ;  do'nc  p 
=:-!,  &  x  =  ^±\;  ainfi  ^+iKg)^  & 

-+.=(^:)'-:    '^      -"■■' 

II.)  Que  fî  nous  adoptons  le  figne  in- 
férieur ,  nous  avons  -38-J-3  ir~i—j^o-y-jf 
—S/r,  doù  fe  conclut  Vr^^^^j    &  puif- 
q.ue/=— ^,  on  a^^-^^ij  donc/7=]i, 
ce  qui  conduit  à  Inéquation  précédente. 

IIÏ.)  Soit  4/'/'+4/+5  la  racine  de  la  for- 
mule ;  de  forte  que  1 6r'^-j-'}  ^.r^ — 8//-^-2.4r. 
+  25  =  1 6/-^4-3  ir- +  40 rr^r 40 r-i-i^^  Comme 

4-1 6rr 
àe  part  &  d'autre  les  deux  premiers  termes 
&  le  dernier  fe  détruifent ,  nous  aurons  —rSr 
— 24=:+40/'-j-i  6/-+40,:  ou- —  24A — ■  24 
=:+40/-+40.  Si  noii^ admettons  le  figne 
fupérieur ,  nous  avons  par  conféquent  —24/- 
— ;24  =  40/'-|-40  ,  ou  o=64r-^64  y  ou 
o:=r-\-i ,  c'efl-à-dire  r= — i  &/7=— ^  ; 

S  iv 
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mais  cefl  un  cas  qui  nous  eft  déjà  connu , 
&  on_n'en  auroit  pas  trouvé  un  différent' 
en  faifant  ufage  de  l'autre  ilgne. 

IV.)  Que  la  racine  foit  )-\-fr-\-grr^  & 
qu'on  détermine  j'Ôc  ^,  de  façon  à  faire, 
évanouir  les  trois  premiers  termes.  Puifque 
a^Lsellement  25  — 24/- — 8/-/--j-3  2r-j-i6/-^ 
=  25+1  o//--}- 1  Ogrr~\~  ifgr'  +ggr'  ,    on 

+//- 
aura  d'abord  — 24::=rioy,  ainfi /=:= — —  ; 

enfuite  — S.^:^iog-\~ff,   ou  gz=  —  ^-i^ 

r=:"^^^'^:==:I-^.  Quand  on  auta  donc  fubf- 

titué  &  divifé  les  termes  feflans  par  r' , 

on  aura  yi+i6r^iß-{-ßr,  &  /-=^^\. 

Or  le  numérateur   2/^^ — 32  devient  ici 


8.^2.41.21  •     /*  IÎ50       o. 
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nominat^ur  16—^^^:=: (4—^)  (4-}-^):=:=  H? 

672 

conclut  />:=—^^j  moyennant  quoi  on 
obtient  une  nouvelle  valeur  de  a:  à  cauie- 
de  xz=.pp  —  I. 
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223. 

Huitième  queßion.  Trouver  un  nombre 
X  qui ,  ajouté  à  chacun  des  nombres  donnés 
a,  l>  ßz  c,  produire  un  quarre. 

Puifqu'il  faut  que  les  trois  formules  x-\-a^ 
x-\-b  &  x-\-c  foient  des  quarrés ,  qu'on 
fafîe  la  première  x-\-a^=::^7^^  on  aura  x 
=  ;r:^ — ^5  ^  ^^^  deux  autres  formules  fe 
changeront  en  {{4~^ — ^>  ^  V{'\~^ — ^* 
Il  faudroit  préfentement  que  chacune  de 
celles-ci  fût  un  quarre  ;  mais  c'efi:  ce  qui 
n'admet  point  de  folution  générale  ;  fou  vent 
la  chofe  eil  impoffible  _,  &  fa  poßibilite  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  des  nombres 
b~^a  &:  c — a.  Car  fi  ,  par  exemple  ^  b  —  a 
:=!  ^~c—razi^ — I  ,  c'eft-à-dire  bzz=:a-^i 
^'^'jpj::^a  —  i  ,  il  faudroit  que  {{-[-i  & 
^'{■^i.  fulTent  des  quarrés,  &  que  {  par 
coiiféquent  fût  une  fra6lion  ;  ainfi  on  feroit 
î=^  y  ^  il  faudroit  que  les  deux  formules 

FP^^l .^^ PP — ?^  fuflent  des  quarrés^  & 
que  par  conféquent  aufîi  leur  produit/?'^ — q"^ 
fôt^ua  quarre  ;  or  nous  avons  fait  voir  plus 
haut  que  cela  efl  impoiTible. 
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Voulût-on  faire  b — a=^^ ,  &  c — fl= — 2 , 
c'efl-à-dire  l?=zza-\-2  &  c=za — 2 ,  on  au- 
roit,  en  faifant  encore  {=^- ,  les  deux  for- 
mules pp~\-'i-qq  ^  PP — ^^^  ^  transformer 
en  quarrés  ;  par  conféquent  il  faudroit  aufîi 
que  leur  produit  /?'* — 4^^  devînt  un  quarre  ; 
or  c'eft  ce  que  nous  avons  de  même  fait 
voir  être  impofîible. 

Soit  en  général  b — a==:zm  &  c — a=:n j- 
de  plus  {=-,  il  faudra  que  les  formules 
pp-\'^qq  &  pp-\'^qq  deviennent  des  quar- 
rés j  &  nous  venons  de  voir  que  cela  efl 
impojfTible ,  tant  lorfque  m=-\-i  &  n:==:- — i , 
que  lorfque  //z^^-f-i  &  n=^ — 2. 

Cela  eft  impofTible  aufli ,  lorfque  Jnz=:ff 
&  72  =  — ff;  car  on  auroit  dans  ce  cas 
deux  formules  ,  dont  le  produit  feroit  =.p^ 
— ./f^,  c'eft-à-dire  la  différence  de  deux' 
bi-quarrés ,  &:  nous  favons  qu'une  telle  dif-^ 
férence  ne  peut  jamais  devenir  un  quarre. 

De  même,  quand  mz=ziff&CM=z-^zff-^ 
on  a  les  deux  formules  pp-\--\ffqq  &  PF 
— ^ff^^  ^^^  "^  peuvent  devenir  toutes  les» 
deux  des  quarrés ,  parce  qu'il  faudroit  que 
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leur  produit  p"-  —  Apq'^  pût  devenir  un 
quarre  ;  or  fi  l'on  ïd\tfqz=^ry  ce  produit  fe 
change  en  p""  —  4/-^,  qui  eft  une  formule 
dont  i'impoffibilité  a  été  démontrée  plus 
haut. 

Que  fi  Ton  Tuppcfe  m:=i  &  n=::i  ^  en 
forte  qu'il  s'agiffe  de  réduire  en  quarrés  les 

formules  pp-\-qq  &  PP~\~'^qq  >  ^^  ^^^^  PP 
>^(jcj=zrr  &c  pp-\-iqq-=zff;  la  première 
équation  donnera  pp^z^rr  —  qq  ,  &  la  fé- 
conde donnera  rr-^qq=iff;  donc  il  fau- 
droit  que  tant  rr — qq  que  rr-\-qq  pût  être 
iin  quarre  ;  or  l'impo/Tibilité  en  eft  prouvée  y 
puifque  le  produit  de  ces  formules ,  ou  /•* 
^-^%  ne  peut  devenir  un  quarre. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner 
fuffifent  pour  faire  voir  qu'il  n'efl:  pas  facile 
de  choifir  pour  w  &  n  les  nombres  qui  ren- 
dent la  folution  pofîible.  L'unique  moyen 
de  trouver  de  telles  valeurs  de  m  &  de  n  y 
c'eft  de  les  imaginer,  ou  bien  -de  les  déter- 
miner par  la  méthode  qui  fuit. 

On  fait  ff-^mgg=:hk  &  ff-^-ngg^zkk  ; 
on  a  par  la  première  équation  772:=^^"^ 


ss 
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&  par  la  féconde  n  =  ~  -  y  cela  pofé ,  on 
n'a  qu'à  prendre  pour/,  g,  h^k  des  nom- 
bres quelconques  à  volonté,  &  on  aura 
des  valeurs  de  772  &  de  /z  qui  rendront  la 
folution  poiîible. 

Soir,  par  exemp.  /z=3,  â:=5  ,  y=i 
&  o'r=  2  ,  on  aura  m-zi^x  &  ;2r==6;  &  on 
peut  être  certain  maintenant  qu'il  eft  pof- 
iible  de  réduire  en  quarrés  les  formules  pp 
^"i-qq  ^  pp-\-6qq  ^  puifque  cela  arrive 
quand /7::=i  &  q-.^^i.  Mais  la  première 
formule  devient  en  général  un  quarre  ,  fi 
pczzrr — 2/7" &  q^=^irf;  car  il  en  réfulte  pp 
'•\-  iqq:=z{rr~\-  iffy- .  La  féconde  formule 
devient  alors  pp-\-6qq=:r*'-\-iorrff-\-Af% 
&  nous  connoilTons  un  cas  où  elle  devient 
un  quarre  ,  favoir  le  cas  de/?:=i  &  ^^==2, 
qui  donne  r=:i  &  /=! ,  ou  en  général 
rz=f;  de  forte  que  la  formule  eft  =25/*. 
Connoifîant  donc  ce  cas ,  nous  ferons  r=/ 
-^t  i  nous  aurons  rr=:^ff-\-xft-]^tt,  &  r* 
^Aj^^pt-\-6fftt-\-4fv-\-t\  notre  for- 
mule deviendra  i^p  +  44pt-\-i6ffn-\-4fr 
-j-z'*^  &  fuppofant  que  fa  racine  foit  5yJ 
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^fft^tt^  nous  l'égalerons  au  quarre  25/* 
^iofjU-\-ioJfu~\-iffû-^t'^ ,  au  moyen 


rn^j. 


de  quoi  les  premiers  &  les  derniers  termes 
fe  détruiront,  fanons  de  plus  ^zz^if^  ou 
J~ziy  afin  de  chaû'er  les  termes  pénul- 
tièmes ,  Sl  nous  parviendrons  à  l'équation 
44f-\-i6t=:ziofj  +  iot-\-ffi—iof-f-i4t, 

ou  2/:= — r,  ôc-f^^ — ^j   donc /:=: 1 

Se  tzz^iy  ou  ;:= — 2/,  &  par  conféquent 
r=z  — -f  &  rr=:zffy  ce  qui  n'ell  autre  chofe 
que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  déterminons  donc  plutôt y^,  de  fa- 
çon que  les  féconds  termes  s'évanouiffent  : 
il  faudra  faire  44=^1  of^  ou/'^— ;  &  en 
divifant  enfuite  les  autres  termes  par  ftt , 
nous  aurons  ^6f-\-4i=iof-\-fTf-\-ift  y 
c'eft-à-dire  — ^/=^?y  ce  qui  donne 'r 

"—  ^/  &  '-=/+'= hA  o"  >  -  ^  ; 

ainfi  ;t=3  &y^io;  moyennant  cela  nous 
trouvons  p  =  iff —  rr=z  191    &   ^=2rf 
=z=:6o  ^  Se  nos  formules  feront  pp-^iqq 
=,4368i5=(209)'  Si  pp-^-éqq^^'^^o'èi 
=  241-. 
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224. 

Remarque.  On  peut  trouver  de  la  même 
manière  encore  d'autres  nombres  pour  m 
&  n  ,  qui  faïïent  que  nos  formules  devien- 
nent des  quarrés  ;  &  il  eft  bon  de  remar- 
quer que  le  rapport  de  /;2  à  /2  efl  arbitraire. 

Soit  ce  rapport ,  comme  a  à  /^ ,  &  qu'on 
ait  m=ai  &  n=^b^^  il  fera  queftion  de 
favoir  comment  on  doit  déterminer  {  ,  afin 
que  les  deux  formules  pp^a:^qq  ^  pp-\-b^qq 
puiffent  être  transformées  en  quarrés.  Nous 
en  indiquerons  les  moyens  dans  la  folution 
du  problème  fuivant, 

225. 

Neuvième  queßion.  Si  fl  &  ^  font  des 
nombres  donnés ,  trouver  le  nombre  ^ ,  tel 
que  les  deux  formules /7/7-|-û{^^&:/?/7-|-^{^^ 
deviennent  des  quarrés ,  &  déterminer  en 
même  temps  les  plus  petites  valeurs  poffi- 
bles  de  /?  &  de  ^. 

Qu'on  fafTe  pp-\-aiqq=:rr  &  pp-^-^iqq 
:=^JJ',  &  qu'on  multiplie  la  première  équa- 
tion par  h  &  la  féconde  par  a,  la  différence 
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des  deux  produits  fournira  l'équation  (b—a) 
pp=zbrr—aff^  &  par  conréquent/?/?:^:!^^, 
&  il  faudra  que  cette  formule  foit  un  quarre  j 
or  c'eft  ce  qui  arrive  ,  quand  /•=/  Qu'on 
fuppofe  donc ,  afin  de  faire  fortir  les  frac- 
tions, r=f-^(h — a)ty  on  SLura,  pp=^-^^^ 

^hffJ^^h(b  —  a)rt-\-b{b  —  aytt^aff 
b — a 

__{b  —  a)ff-{-ib{b  —  a)ft^b{b--aytt 

b — a 
:=^ffJ^2.bft-\-b{b^a)tt. 

■  Qu'on  faffe  maintenant  p=f-^- 1 ,  on 
aura  pf^ffJ^^iStJ^'^n=[f^U[t^b 
{b — a)tt^  où  \esffie  détruifent  ;  de  forte 
que  les  autres  termes  étant  divifés  par  t , 
&  multipliés  parjj^y,  donnent  ibfyy-^b 
{b  —  a)tyyz=zifxy-\-txx\  d'où   réfuke 

' b{h-a)yy-xx^  f  h{h-a)y^x'  ^^^^^  ^^^-^J 

' — 2fyj,  ^fz=.b(^b — a)yy — xx  ;  de  plus 
rz=zi{b — d)xy — b(b — ci)yy — xx  ,  &  par 
■corifécjuent  p=:f-\-- t^=b(b — a)Yy-\-xx 
'-^iixy=:{x—byy-^abyy. 

Ayant  donc  trouvé  /?,/•  6r  /,  il  nous 
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relie  à  déterminer  {.  Souftrayons  pour  cet 
effet  la  première  équation  pp-\-a:^qq=zrr 
de  la  féconde  pp-^h^<jcjzz=:ff,  le  refte  fera 

Or  f-^rz=:i(J? — ci)xy — ixx  ,  &  f- — rz::=ib 
{h-a)yy-i{h-d)xy ,  o\x  j'-^r:=z^^x{{b—d) 
y — x),  ^  f—r:^l{b — ci)y{hy — J^)  j  ainiî 
ih-ci) 7^qq=ix(Sb-a)y-.x). z{b-a)y{by-x) , 
OU  iqq=zix{{b-a)y-.x)iy{by-x)  ,  ou  ^qq 
^=:z^xy{(b^a)y  —  x){by  —  x)',  par  confé- 
quent  ^^3z^-^->((^-)-^p)^^^-). 

Il  s'agit  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus 
grand  quarre  ,  par  lequel  le  numérateur  foit 
diviiiblej  mais  remarquons  premièrement 
que  nous  avons  déjà  trouvé  pz=.b{b—d)yy 
'-^xx—ibxy=^{x—byy—abyy  ,  &  qu'ainfi 
on  peut  fimplifier  en  faifant  xz=LV-\--by  y 
ou  x—by:=zv  y  vu  qu'alors  p=^vv-^abyy  ^ 

Ce    7 •    UU    7 t~  • 

1  qq  ^  \  qq 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour 
V  8iy  des  nombres  quelconques ,  &  adop- 
tant pour  qq  le  plus  grand  quarre  contenu 
dans  le  numérateur ,  on  déterminera  faci- 
lement 


r>*  A    L    G    E    B    R    E.  289 

kment  la  vakur  de  :^ ,-  après  quoi  on  re- 
viendra^ aux  équations  m^^za^ ,  n^^h^ ,  & 
p  =  vv  —  cifyy ,  &  on  obtiendra  les  for- 
mules qu'on  cherchoit. 

I.)  pp-f-aiq^  =  (vv  —  a6yyY-{-4avy 
(v-\-aj)  (y-\-^y)  ,  qui  eft  un  quarre  dont 
la  racine  eft  /-:= — w — lavy — i^fyy* 

II.)  La  féconde  formule  devient yçy7+^;[^^ 

=(vv — ^fyyy-]-'4^"^y(y~\'^y)(y-\-fy)  5  ce 
qui  efl  auffi  un  quarre  dont  la  racine/— ^vr 

—  ihvy  —  ^byy  >  &  ori  peut  prendre  les 
valeurs  tant  de  r  que  de /pofitives.  Dé- 
veloppons ces  réfultats  dans  quelques  exem- 
ples. 

22Ö. 

-  Exemple  premier.  Soit  a-=. — I  &  bzz::z-^i^ 
&  qu'on  cherche  des  nombres  ;[ ,  tels  que 
les  deux  formules  pp-^^qq  &  pp-\-^qq  de- 
viennent des  quarrés  -,  favoir  la  première 
=:rr^  &:  la  féconde  ^=ffi 

Nous  avons  donc  p=vv-\-yy ,  &  nous 
n'aurons ,  afin  de  trouver  ;[ ,  qu'à  confîdérer 
la  formule  7  z=  ±1^-^11-^:  nous  donnerons 
Tome  IL  T 
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à  V  &  à  jy  différentes  valeurs ,  &  nous  vef'- 
ron$  celles  qui  en  réfultent  pour  i» 


fMl 


1. 1  IL  m. 


y 

V-y 

^+y 


1^ 


î 

4.6 


WaXB9 


3 

2 

1 

5 
4.30 


16.M 


4 
30 


16 

M 

17 


IV. 


9.16.5 


9. 16 

41 


V. 


16 

9 

7 

56.15.16.7 


VI. 


36.25.16 

7 
337 


8 
I 

7 

9 
16.9.14 

16.9 

»4 

6^ 


Nous  fommes  en  état ,  moyennant  ces 
valeurs ,  de  réfoudre  les  formules  fuivan- 
tes ,  &:  d'en  faire  des  quarrés. 

I.)  On  peut  transformer  en  quarrés  les 
formules  pp — 6qq  &  pp-\-^qq  '  cela  fe  fait 
en  fuppofant  p=-')  &  ^=ij  car  la  pre- 
mière devient  =25  —  24  =  1,  &  la  fé- 
conde z=z  25 -[- 2  4i=:49. 

II.)  Auffi  les  deux  formules  pp. —  30^^ 
&  pp-\-'^oqq  :  favoir  en  faifant /?rz:=i3  & 
q^=zi  ;  car  la  première  devient  ^=169^ — 120 
=  49  ,  &  la  féconde  ^=169-!- 120:^=289. 

III.)  De  même  les  deux  formules/y?— 1 5^^ 
&  pp-\''^')^i-   car  fi  l'on  fait  p^=-i'j  6c 
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^=24,  on  a  la  première  =x%^  —  240 
=1^49 ,  &  la  féconde  11:=  2 89-1-240=:=  5  29. 

IV.)  Les  deux  formules /?/? — ^^I^PP 
^^qq  deviennent  pareillement  des  quarrés  % 
favoir  quand /7=4i  &  ^^=125  car  alors 

pp^-^qq:=:zi6Sl — 720=961=31%    ^  fP 

-|-^^^=i68  i-|-72o:=240i=49\ 

V.)  Les  deux  formules  pp — yqq  &  pp 
'-\-jqq  font  des  quarrés,  {i/>=337  &  q 
=  i  20  j  car  la  première  alors  eft  ==:=  11 3  5  69 
* — 100800=^12769=113%  &  la  féconde 
eft  =113569-1-100800^^214369=463% 

VL)  Les  formules /7/7— 14^^  &/?/7-|- 14^^ 
deviennent  des  quarrés  dans  le  cas  de  p 
2=65  &  de  ^=12;  car  alors/?/?  —  i^qq 
=4225 — 2016=2209=47%  ^  pp-\-i4qq 

=42  2  5 -[-20 1 6:=624 1  :==79% 

227* 

Exemple  fécond,  Lorfque  les  deux  nom- 
bres m  ^  n  font  dans  le  rapport  de  1:2, 
c'eft-à-dire  que  ar=:i  &  /^=  2  ^  &  qu'ainfi 
/w=;^  &  /z=2{,  trouver  pour  :^  des  valeurs 

Tij, 
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telles ,  que  les  formules  pp+iqq  ^  pp-\-'i-iq(J 
puiiTent  être  transformées  en  quarrés. 
,  Il  feroit  fuperflu  ici  de  faire  ufage  des 
formules  générales  que  nous  avons  données 
plus  haut,  cet  exemple  pouvant  fe  réduire 
immédiatement  au  précédent.  En  effet,  Ci 

PP+m=^'''  ^  PP+H^I—ffy  on  a  par 
la  première  équation  pp=z.rr — ^qq ,  ce  qui 

étant  fubilitué  dans  la  féconde,  donne  rr 
^^qqzzzzffi  ainfi  la  queiHon  eil  unique- 
ment que  les  deux  formules  //■ — ^qq  &  rr 
•^iqq  puiiTent  devenir  des  quarrés  ,•  &  c'eft , 
comme  on  voit ,  le  cas  de  l'exemple  pré- 
cédent. On  aura  par  conféquent  pour  ^ 
les  valeurs  fuivantes  ,(5,  30,  15,  5^,  7, 
14,  &c. 

On  peut  faire  auffî  en  général  une  tranf- 
formation  femblable.  Car  fuppofons  que 
les  deux  ïovmuXes  pp-\-mqq  &  pp-\~nq<j 
puifTent  devenir  des  quarrés ,  &  faifons  pp 
r^mqq:=zzrr  &  pp~\-nqq^=:zjf ;  la  première 
équation  àor\ï\din\.  ppz=zirr — mqq ,  la  féconde 
deviendra  //3::=/"r — mqq-\-nqq  ,  ou  rr 
~{-{n — m)qq:=^ffs  fi  donc  les  premières 
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formules  font  pofîibles ,  ces  dernières  rr 
' — mq>j  &  rr-Y{n — 772)^^  le  feront  de  même, 
&  comme  m  ^  n  peuvent  être  mis  l'un  à 
la  place  de  l'autre  ,  les  formules  rr — nqq 
&  rr-\-{m — n)qq  feront  pofîibles  pareil- 
lement; &  au  contraire  ,  (i  les  premières 
font  impoffibles ,  les  autres  ne  le  feront  pas 
moins. 

228. 

Exemple  troijîeme.  Que  m  foit  à  n  comme 
1:3  ,  ou  bien  que  ar=i  &  h^^izt^ ,  de  forte 
que  miz=:^  &  72  =  3^,  &  qu'il  s'agifle  de 
transformer  en  quarrés  les  formules/?/»-]-!;^^ 

Puifque  arz=i  &  ^=3  ,  la  queftion  fera 
pofTible  dans  tous  les  cas  où  :[^^=^vy 
(v_|_y)(v-|-3j.),  &:/?r=:vv— 3JKJK.  Ainfî 
adoptons  pour  v  ^y  les  valeurs  fuivantes  : 


T  iij 
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« 

1. 

II. 

111. 

IV. 

1 
8 

9 

4.9.25.4.2 

V. 

V 

y 

1 
I 

2 

4 

(6.2 

i6 

2 

2 

3 

2 

9 

4.9.30 

4.9 

30 

3 

4 

1 

5 

7 

4-4-n 

16 

9 

^5 

43 
4.9.16.25.43 

4.9.16.25 

43 

n 

p 

4.4 

35 
»3 

4.4.9.25 

2 

191 

Or  nous  avons  ici  deux  cas  pour  {=2  , 
ce  qui  fait  que  nous  pouvons  transformer 
de  deux  manières  les  formules  pp-{-^^^  & 

La  première  eft  de  faire /7=:2  &  q=4  , 
&  par  conféquent  aufîi  p=^i  &  ^=zi^ 
car  nous  avons  alors  fp-\-iç^=:^  &  ^^ 

La  féconde  manière  efl:  de  fuppofer  p 
riri^i  &  ^r=6o,  moyennant  quoi  nous 
aurons /7/7H-2^^^=(209)^  ik  pp-^6qq=i 41^. 
Il  efl:  difficile  de  décider  fî  on  ne  pourroit 
pas  faire  auffi  1  =  1  -,  ce  qui  auroit  lieu, 
quand  ^a^  feroit  un  quarre.  Mais  quant  à 
la  queflion ,  ü  les  deux  formules  pp-j-qq 
&  pp-\-'>,qq  peuvent  devenir  des  quarrés^ 
voici  le  procédé  qu'elle  exige. 
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229. 

Il  s'agit  de  rechercher  (î  on  peut  tranf- 
former  en  quarrés  ,  ou  non ,  les  formules 

PP~{'99  ^ PP~\~}^'J  ■  4^0"  (uppofe pp-\-qq 
=:rr  Se  pp-^-i^qq^z^ff^  &  qu'on  confidere 
les  points  fuivans  : 

I.)  Les  nombres  p  Se  q  peuvent  être 
regardés  comme  premiers  entr'eux  ;  car 
s'ils  avoient  un  commun  divifeur,  les  deux 
formules  ne  laifTeroient  pas  de  relier  des 
quarrés ,  après  qu'on  auroit  divifé  p  Si  q 
par  ce  divifeur. 

II.)  p  ne  peut  être  un  nombre  pair  j  car 
en  ce  cas  q  feroit  impair ,  &  par  conféquent 
la  féconde  formule  feroit  un  nombre  de 
l'efpece  4/2  -[-  3  ,  qui  ne  peut  devenir  un 
quarre  ;  donc/?  eft  nécefîairement  impair, 
&:  pp  eft  un  nombre  de  l'efpece  8/2 -[-i. 

III.)  Puis  donc  que  p  eft  impair  ,  il  faut 
que,  dans  la  première  formule,  q  foit  non- 
feulement  pair  ,  mais  qu'il  foit  même  di- 
vifîble  par  4 ,  afin  que  qq  devienne  un  nom- 
bre de  l'efpece  16/2,  &  que  pp-\  <jq  foit 

de  l'efpece  8/z-[-i, 

T  iv 
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IV.)  De  plus  p  ne  peut  être  divifible  par 
3  ;  car  fi  cela  étoit ,  pp  feroit  divifible  par 
9 ,  &  ^^  ne  le  feroit  pas  ;  ainii  3^^  ne  feroit 
divifible  que  par  3  &  non  par  9  ;  par  con- 
féquent  aufli  pp-\-'^^q  ne  pourroit  être  di- 
vifé  que  par  3  &  non  par  9  ,  &  ne  pourroit 
donc  être  un  quarre  j  ainfi  p  ne  peut  être 
divifé  par  '^  ^  Se  pp  fera  un  nombre  de  l'ef- 
pece  3;z-j-i. 

V.)  Puifque  p  n'eft  pas  divifible  par  3 , 
il  faut  que  ^  le  foit  ;  car  autrement  ^q  feroit 
un  nombre  de  l'efpece  3«-|-'i  ,  &  parconr 
féquent  pp-\-qq  un  nombre  de  l'efpece  3/2 
-j-2  ,  qui  ne  peut  être  un  quarre  -,  donc  q 
doit  pouvoir  fe  divil'er  par  3. 

VI.) /?  n'efl  pas  divifible  non  plus  par  5  ; 
car  fi  cela  étoit ,  q  ne  le  feroit  pas ,  &  qq 
feroit  un  nombre  de  l'efpece  ')n-\-i  ou 
5 72 -j- 4  ;  par  conféquent  }qq  feroit  de  l'ef- 
pece 5/z-|~3  ^^  5'^~h^>  ^  comme  pp 
'^-^qq  appartiendroit  aux  mêmes  efpeces, 
cette  formule  ne  pourroit  devenir  un  quar- 
re ;  donc  il  faut  nécefTairement  que  p  ne 
foit  pas  divifible  par  5  ^  &  que  pp  foit  un 
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nombre  de  Teipece  <^n-\-i  ,  ou  de  Tefpece 
5/2  +  4. 

VII.)  Mais  puifque  p  n'efl  pas  divifible 
par  5  ,  voyons  fi  ^  effc  divifible  par  5  ou 
non  j  que  fi  q  n'étoit  pas  divifible  par  5  , 
cjq  feroit  de  Tefpece  <)n-^i  ou  5;z-}-3, 
comme  nous  avons  vu  ;  &  puifque  pp  efi: 
5/2+1  ou  5/2  +  4,  il  faudroit  que/?/?+}.^^ 
fût  de  même,  ou  5^+1  ou  5/2  +  4. 

Qu'on  s'imagine  pp=z^n-\-i  ,  on  aura 
^^1=5/2+4,  parce  qu'autrement /y7+^^ 
ne  pourroit  être  un  quarre  ;  mais  on  auroit 
alors  3^^—5/2  +  2  8cpp-\-^qqz=<^n~]-^, 
ce  qui  ne  peut  être  un  quarre. 

Soit  en  fécond  lieu  ;?/7i=z  5/2  +  4 ,  on  a 
dans  ce  cas  qq:=<jn-\-i  &  3^^:^5/2+3  ; 
donc  ^/7+3^^=5/2  +  2  ,  ce  qui  ne  peut 
être  non  plus  un  quarre.  Il  s'enfuit  de- là  que 
qq  doit  être  divifible  par  5. 

VIII.)  Or  q  étant  divifible  d'abord  par 
4 ,  enfuite  par  3  &  en  troifieme  lieu  aufli 
par  5  ,  il  faut  que  ce  foit  un  nombre  tel 
que  4.3.5/w,  ou  que  q:=^6om  ;  ainfi  nos 
formules  deviendroient  pp-^T^6oQmm=:z/r  ^ 
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6c  pp  ~\- 1  oS  00  m  m  =^ff;  cela  pofé ,  la  pre- 
mière ,  étant  fourtraite  de  la  féconde  , 
donnera  jioommz=Jf—rr=z(f-^r)(f—r); 
de  forte  quM  faudra  que  f-\-r  &  / — r 
foient  des  fadleurs  de  j  100mm  ;  &  on  doit 
faire  attention  en  même  temps  qu'il  faut 
que  f  Se  r  foient  des  nombres  impairs  ,  & 
de  plus  premiers  entr'eux. 

IX.)  Soit  de  plus  jioomm  =  4fg,  ou 
que  les  faveurs  en  foient  2/  &  ig ,  &  qu'on 
fuppofe  f-\-  r=  zf  &  / —  rz=^  ig ,  on  aura 
f=f~\-g  &  ^=/ — g  ;  &  il  faudra  que 
y&  g  foient  premiers  entr'eux ,  &  que  l'un 
foit  pair  &  l'autre  impair.  Or  comme  fg 
=  iSoomm y  il  faudra  donc  décompofer 
iSoo mm  en  deux  fafteurs  ,  dont  l'un  foit 
pair  &  l'autre  impair  ,  &  qui  n'aient  aucun 
commun  divifeur. 

X.)  Il  eft  à  remarquer  en  outre,  que 
puifque  rr=ippJ^qq^  &  qu'ainfi  r  eft  un 
divifeur  de  pp-^-^j^  -,  il  faut  que  rz=f-^g 
foit  pareillement  la  fomme  de  deux  quarrés , 
&  comme  ce  nombre  eft  impair ,  il  faut 
qu'il  foit  contenu  dans  la  formule  4n-\-i^ 
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XI.)  Si  nous  commençons  maintenant 
par  Tuppüfer  m=z\ ,  nous  aurons ^=r  1800 
:=8.9.25  ,  &  de-là  réfulteront  les  décom- 
pofitions  fuivantes  :  y^iSoo  &  g^^i ,  ou 
f=zioo  &  g=9  )  ou  /=72  &  ^^=^5  y 
ou /^ 22 5  &  ^=8.  La  première  donne 
r=pf — ■^=zi799  =  4/z-|-3  ;  la  féconde 
donne  r=f — o-=z:  1 9 1  :=  4/2 -}- 3  j  la  troi- 
fîeme  donne  rz:=f'—g^:==4'j=4n-\-''^  ;  mais 
la  quatrième  donne  r=f^—g=ii'j=:47i--\-i. 
Ainfi  les  trois  premières  décompofitions 
devront  être  exclues ,  &  il  ne  nous  reftera 
que  la  quatrième  ;  nous  pouvons  en  con- 
clure en  général ,  que  le  plus  grand  fafteur 
doit  être  impair,  &  que  le  plus  petit  doit 
être  pair;  mais  au  refte  la  valeur  rz=2ij 
ne  peut  même  avoir  lieu  ici ,  parce  que 
ce  nombre  efl:  diviiible  par  7 ,  ce  qui  n'eft 
pas  la  fomme.  de  deux  quarrés. 

XII.)  Soit  m^=i,  on  aura  ^=7200 
r=z  3  2. 2  2  5  ;  c'eft  pourquoi  Ton  fera ß=2. 2 5 
&  ^=32  ,  en  forte  que  r=y^— ^=193  j 
&  ce  nombre  étant  la  fomme  de  deux 
quarrés,  il  vaudra  la  peine  de  l'effayer. 


300  E  L  é  M  E  N  s 

Or  comme  ^:=ri2o  &/'=i93,  &  que 
pp=^rr^qq=:i{r-]^q)  (r— .^)  ,  on  aura  r-\-q 
=  313  ,  &  r — 7  =  73  j  mais  puifque  ces 
fafteurs  ne  font  pas  des  quarrés ,  on  voit 
bien  que  pp  ne  devient  pas  un  quarre.  On 
perdroit  de  même  fa  peine  à  fubltituer  au 
lieu  de  m  d'autres  nombres,  c'eft  ce  que 
nous  allons  encore  faire  voir. 

230. 

Théorème,  Il  eft  impolTible  que  les  deux 
formules  pp-\-qq  &  /V'~f"377  foient  l'une 
&  l'autre  un  quarre  en  même  temps;  de 
forte  que  dans  les  cas  où  l'une  eft  un  quarre, 
il  eft  sûr  que  l'autre  n'en  eft  pas  un. 

Demonß ration,  Puifque  p  eft  impair  & 
que  q  eft  pair ,  ainfi  que  nous  l'avons  vu, 
pp-\-qq  ne  peut  être  un  quarre  que  lorfque 
q^^irf  ^  pz=zrr—ff;  &  pp-\-^qq  ne  peut 
être  =  D  ,  que  lorfque  q::=:^itu  ^  p=^tt 
—  'ifUu,  ou  p==^}uu  —  tt.  Or  comme  dans 
les  deux  cas  q  doit  être  un  double  produit  > 
qu'on  fuppofe  pour  l'un  &  l'autre  q=:iahcd, 
&  qu'on  fafîe  pour  la  première  formule 
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rz=iah  d>cf^^:^cd ,  &  pour  la  féconde  t:^:^ac 
Si  u=bd,  on  aura  pour  ceiie-lk  p=aablf 
—  ccdd,  &  pour  celie-ci/7=^aacc — T^bhdd, 
ou.  p::^'i,bbdd — aacc  ^  &  ces  deux  valeurs 
doivent  être  égales  j  ainîi  Ton  a  ou  aahb 
' — ccdd=^aacc — i^bbdd^  ou  bien  aabb — ccdd 
z=zT^bbdd — aacc ,  Si  on  obfèrvera  que  les 
nombres  a ,  b  ^  c  Se  d  font  généralement 
plus  petits  que/7  &  q.  Il  faudra  maintenant 
confidérer  chaque  cas  féparément  :  le  pre- 
mier donne  aabb~^ybbdd=:ccdd-^aacc  ^ 
ou  bb(aa-\-'^dd)  =  cc{aa-^dd)  y  d'où  ré- 
fulte  —  =^ -^-i-r) ,  fraftion  qui  doit  être  un 

ce  aa  +  ^dd  '  J. 

quarré.  Or  le  numérateur  &  le  dénomina- 
teur ne  peuvent  avoir  ici  d'autre  commun 
divifeur  que  2  ,  parce  qu'ils  ont  pour  dif- 
férence idd.  Si  donc  2  étoit  un  commun 
divifeur,  il  faudroit  que  tant  ^^"^ que "-^-^'^ 
fût  un  quarré  ;  mais  les  nombres  aSi  d  font 
dans  ce  cas  impairs  l'un  &  l'autre ,  ainfi 
leurs  quarrés  font  de  la  forme  8/2 -|-i  ?  & 
la  formule  "''^^  eft  comprife  dans  l'expref- 
fion  4/z-|-2  ,  &  ne  peut  être  un  quarré  5 
donc  2  ne  peut  être  un  divifeur  commun  j 
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le  numérateur  aa-\-dd  d>i  le  dénomînateuf 
aa-^-^dd  font  premiers  entr'eux,  &  il  faut 
que  chacun  foit  de  foi-même  un  quarre. 
Or  ces  formules  font  femblables  aux  pre- 
mières ,  &  fi  celles-ci  étoient  des  quarrés, 
il  faudroit  que  des  formules  femblables, 
mais  compofées  des  plus  petits  nombres , 
fuflent  aufîi  des  quarrés  j  ainfi  on  peut  con- 
clure réciproquement  de  ce  qu'on  n'a  pas 
trouvé  des  quarrés  dans  les  petits  nombres, 
qu'il  n'y  en  a  point  dans  les  grands. 

Cette  conclufion  cependant  n'eft  admif- 
fîble  qu'autant  que  le  fécond  cas  aabb — ccdd 
:z=:'i^bbdd — aacc ^  nous  en  fournira  une  pa- 
reillec  Or  cette  équation  donne  aabb-\-aacc 
z=.'i,bbdd-\-ccdd ^    OU  aa(bb-^cc)=zdd(^bb 

ce),  &  par  confequent^-^  =  ^,—=—^; 
ainfi  cette  fra6lion  devant  être  un  quarre  , 
la  concluiîon  précédente  fe  trouve  pleine- 
ment confirmée  ;  car  fi  dans  de  grands  nom- 
bres il  y  avoit  des  cas  o\x  pp+qcj  ^  pf-i-'^'J^ 
fuffent  des  quarrés ,  il  faudroit  que  de  tels 
cas  exiftaffent  aufîi  pour  des  nombres  plus 
petits,  &  c'eft  ce  qui  n'a  pas  lieu. 
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231. 

Doui^ieme  queßion.  Déterminer  trois 
nombres ,  x  ^  y  ôc  :^ ,  tels  qu'en  les  mul- 
tipliant enfemble  deux  à  deux ,  &  ajoutant 
I  au  produit,  on  obtienne  chaque  fois  un 
quarre  j  c'eft-à-dire  qu'il  s'agit  de  tranf^ 
former  en  quarrés  les  trois  formules  fui- 
vantes  : 
I.)xj+i,II.)x^+i,&III.)yt+i, 
Qu'on  fuppofe  des  deux  dernières  l'une 
xi-\-i=pp  y  &  Yâuire  yi-\-i=:qq  ,  &  on 
aura  jc=^^'  &  y  =  ^-^\  La  première  for- 
mule fe  trouve  transformée  par-là  en  celle- 
ci,  iffziliiîzll  ^i  ^  qui  doit  par  conféquent 
être  un  quarre ,  &  qui  ne  le  fera  pas  moins 
fi  on  la  multiplie  par  ^^  ;  de  forte  que  la 

formule  (pp  — 1)(^^  —  04~TT^  ^^^^  ^^^^ 
un  quarre ,  ce  qu'il  eft  facile  d'obtenir.  En 
effet,  que  la  racine  en  foit  =:^-[-r,  on 
aura  (/'/'  — i)(^^  —  i)  =  2/-;^+/-a,  &  ^ 
^{ppzl){nz}hL^ ^  où  l'on  peut  fubftituer  kp, 
q  &c  r  des  nombres  quelconques. 

Soit,  par  exemple,  r=:^ — pq  —  i,  on 
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aura  rrz=.ppqq-]^ipq-{-l  ,  &  ^=^^^g^ 

__,fP^2Pj^q^     donc    ;c  — (f^-'H^mO 

■"      (;■+?)"      '     -^         (/■+?)"     ' 

Mais  fi  l'on  demande  des  nombres  en- 
tiers ,  il  faudra  faire  la  première  formule 
xy-\-\^=^pp y  &  fuppofer  ^=.x-\-y-\-q ; 
alors  la  féconde  formule  devient  xx-\-xy 
*\'xq-\-i=::^xx-\-qx-^pp^  &  la  troifieme 
fera  xy-^yy^qy-^-i^^yy+qy-^pp.d^ 
elles  deviennent  évidemment  des  quarrés, 
fi  l'on  fait  qz^+ip,  vu  que  dans  ce  cas 
la  féconde  eft  ^::::zxx+  2px-\-pp ,  dont  la 
racine  eft  x+p,  &  la  troilieme  eft  =^yy 
-f  ipy-\-pp ,  dont  la  racine  eft  j+Z?.  Nous 
avons  par  conféquent  cette  folution  très- 
élégante  :    xy-\-iz^pp  ou   xy=^pp  —  i  , 
qui  a  lieu  facilement  pour  une  valeur  quel- 
conque de  /?  ;  &  de  plus  le  troifieme  nom- 
bre  fe  trouve  moyennant  cela  de   deux 
manières ,  puifqu'on  a  ou  ^:=:zx-\-y-]-ip , 
ou  ^=x-\-y — ip.  EclaircifTonsces  réfultats 
par  quelques  exemples. 

I.)  Soit 
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I.)  Soit  /?=3  ,  on  aura  pp — 1  =  8  ;  & 
fî  l'on  fait  jc:r=2  &  y =4,  on  aura  ou  :^ 
=  12,  ou  {=05  ainfi  les  trois  nombres 
cherchés  font  2 ,  4  &  12. 

IL)  Soit/?=4,  on  a/7/7 — 1=15  j  main- 
tenant il  :t^^5  &y=3  ,  on  trouve  {:=:ri6 
ou  :^=o  ;  donc  les  trois  nombres  cherchés 
font  3  ,  5  &  1 6. 

III.)  Soit  /'=^5  ,  on  aura  pp  — 1=24  j 
&:  {1  de  plus  on  fait  xzz::::t,  &  y  =  8,  on 
trouve  :^^^ii  ,  ou  bien  auffi  =1  ;  d'où  ré- 
fukent  les  nombres  fuivans  :  i  ,  3  &  8  ,  ou 
3  ,  8  &  21. 

232. 

Treizième  queßion.  On  cherche  trois 
nombres  entiers ,  -^ ,  y ,  &  ^ ,  tels  que  fi 
on  ajoute  à  chaque  produit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à  deux ,  un  nombre  doiané 
a ,  on  obtienne  chaque  fois  un  quarre. 

Puifque  les  trois  formules  fuivantes  doi- 
vent être  des  quarrés ,  I.)  xj-^a.  II.)  x:^ 
~\-a ,  llL)y:^-\-'a ,  qu'on  fuppofe  ia  première 
xj-\-à=zpp ,  &  qu'on  fafTe  :ri:^x-f-j-f-<j  , 
Tome  II,  V 
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en  aura  pour  la  féconde  formule  xx-\-xy 
-^-xq-^azzzLxx-^-xq-^-pp ,  &:  pour  la  troi- 
fx3me  xy-\-yy-]-yq-]^a~yy-\-qy^pp  ,  & 
elles  deviennent  toutes  deux  des  quarrés, 
fî  =^^2.p  i  ainfî  {=^-)-jv+2^,  c'eft-à-dire 
qu'on  peut  trouver  pour  {  deux  valeurs 
dißerentes. 

233. 

Quator:^ieme  queßion.  On  demande  qua- 
tre nombres  entiers ,  x , jy^,  ;7  &  v ,  tels  que 
il  on  ajoute  aux  produits  de  ces  nombres 
pris  deux  à  deux  ,  un  nombre  donné  a ,  il 
en  réfulte  des  quarrés. 

Il  faut  donc  que  les  fix  formules  fuivantes 
deviennent  des  quarrés: 

10-^7+^'  II.):^{+ß,  III.)j'{+^> 
W,)xv-\-a ,  \ .)yv-\-a ,  W.)7^v-^a, 

Qu'on  commence  par  fuppofer  la  pre- 
mière xy-^a:=pp ,  &  qu'on  prenne  :^=:zx 
-]-j/-|-2/7,  la  féconde  &  la  troifieme  for- 
mule deviendront  des  quarrés.  Si  de  plus 
on  fuppofe  v=x-\-y  —  ip ,  la  quatrième 
&  la  cinquième  formules  deviendront  pa- 
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teiîlement  des  quarrés  ;  il  ne  refte  donc  que 
la  fîxieme  formule  qui  fera  xx-\-ixy-^yy 
— /Lpp-\-a  ,  &  qui  devra  de  même  devenir 
un  quarre.  Or  comme  pp=xy-\-a ,  cette 
dernière  formule  devient  xx  —  2.rj-|-vy 
— 3a,  &  par  conféquent  il  s*agit  de  tranf- 
forraer  en  quarrés  les  deux  formules  fui- 
vantes  : 

L)  xy-]-a=zpp  ,  &  II.)  (x^jy~^a. 

Que  la  racine  de  la  dernière  foit  (x — j) 

—  ^,  on  aura  (x—jY — ^a=(x—jy — zq 
(x— j)  +  ^^;  ai"^i  — T,az=^-—i^(x — y) 
+  qq\  &  x-y  =  ^^\  ou  x=y+îl^; 
par  conféquent  pp=yj-\-^-~^j-\-ü. 

Soit  à  préfent /7i=::j-["^î  i^  ^^  réfultera 
2rj-\-rrz^^-^y  +  a,  ou  4^ryJ^tçrr 
=(^^-\-3^)y+^^9  y  ^"  ^?^'"-2^^=r(^^4-3a)j 

—  WJy  ^y=^^f^^r^  ou  q  ÖC  r  font 
arbitraires ,  pourvu  que  x  è^  y  deviennent 
des  nombres  entiers  ;  car  puiique  ^.-rry-j-/- ^ 
les  nombres  {  &  v  feront  entiers  pareille- 
ment. Le  tout  dépend  principalement  de 
la  nature  du  nombre  a  ^  &  il  efl  vrai  que 
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la  condition  par  laquelle  on  exige  des  nom- 
bres entiers  ,  pourroit  caufer  quelques  dif- 
ficultés ;  mais  il  faut  remarquer  que  la  fo- 
lurion  eft  déjà  fort  reftreinte  d'un  autre  côté, 
parce  qu'on  a  donné  aux  lettres  :^  &  r  les 
valeurs  x^y+ip,  tandis  qu'elles  pour- 
roient  en  avoir  évidemment  un  grand  nom- 
bre d'autres.  Voici  donc  quelques  coniî- 
dérations  fur  cette  queftion ,  qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  aufîi  dans  d'autres  cas. 

I.)  Lorfque  ^y-]-'^  doit  être  un  quarre , 
ou  xy=::^pp—a ,  il  faut  toujours  que  les  nom- 
bres X  ^  y  aient  la  forme  rr — cffi  fi  donc 
nous  fuppofons  x=.hb—acc  &  y^^di—aee , 
nous  trouvons  xy:=:=.{hd—acef —aibc—cdy , 

Soit  maintenant  he — cd-=^-V\  ,  nous  au- 
rons xy^z:^{bd — acey — a,  &  par  confé- 
quent  xy-i-azziibd — acey. 

II.)  Si  de  plus  nous  fuppofons  l^^-ff 
—  agg  ^  &  que  nous  donnions  ä  f  &!:  ä  g 
des  valeurs  telles' que  bg — cj=^-{^i  ,  &  que 
aufîi  dg — ef~+i  ,  les  formules  x^-^-a  & 
y|-^a  deviendront  pareillement  des  quar- 
rés.  Ainfi  tout  fe  réduit  à  donner  tant  à  b, 
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c  ,  d  &C  e  qu'à  f  èc  ä  g,  des  valeurs  telles 
que  la  propriété  que  nous  avons  fuppofée 
ait  lieu. 

III.)  Repréfentons  ces  trois  couples  de 
lettres  par  les  fraftions^,  7& -,•  elles  de- 
vront être  telles  que  chaque  différence  de 
deux  d'entr'elles  foit  exprimée  par  une  frac- 
tion, dont  le  numérateur  =i.  Carpuifque 
-  —  j=zz-^^,  il  faut,  ainiîque  nousTavons 
vu,  que  ce  numérateur  foit  =:=:+i.  Une 
de  ces  fraélions  au  refte  eft  arbitraire,  & 
il  eft  facile  d'en  trouver  une  autre ,  de  façon 
que  la  condition  prefcrite  ait  lieu.  Soit ,  par 
exemple  ,  la  première -i=ri| ,  il  faudra  que 
la  féconde  j  lui  foit  à  peu  près  égale  ;  qu'on 
faffedoncjr=-,  on  aura  la  différence  {—^, 
On  peut  au/îi  déterminer  cette  féconde 
fra6lion  par  le  moyen  de  la  première,  d'une 
manière  générale  ;  car  puifque  |  —  7  =  -~  y 
il  faut  que  3  e — 2^:=^i  ,  &  par  conféquent 
2^^1=3^  —  I,  &  c/=e-j-^.  Ainfi  faifant 
^z=zm  ^  ou  ezrzzim-^-i  ,  nous  aurons  d 
=3/72-^1  ,  &  notre  féconde  fraélion  fera 

V  iij 
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-:=::—'-'.  C'efl  dc  la  même  manière  qu'on 
pourra  déterminer  la  féconde  fra61ion  pour 
telle  première  que  l'on  voudra  ,  comme  on 
le  voit  par  les  exemples  fuivans: 


IV.)  Quand  on  a  déterminé  de  la  façon 
requife  les  deux  fra61ions  7  &  7 ,  il  eil  fa- 
cile d'en  trouver  aulTi  une  troiiieme  analo- 
gue à  celles-là.  On  n'a  qu'à  fuppoferyL:^+a? 
&  s;:=zc-\-e,  de  forte  qu.e"  =  -^;  car  les 
deux  premières  donnaint  be — cd^::^+\  ^  on 
a-^  —  -  :=  -^ ;  &:  en  fouftrayant  de  même  la 

a  c  ce  \-ce  '  J 

f  il  h  it 

féconde  de  la  troifieme ,  on  aura  j  —  7  =  -^ 

+1 

~~~  ce+ee  * 

V.)  Après  avoir  déterminé  de  cette  ma- 
nière les  trois  fraftions-,  7&J,  il  eft  fa- 
cile de  réfoudre  notre  queftion  pour  trois 
nombres  a:  ,  y  &  :^ ,  en  faifant  que  les  trois 
formules  xj-\-a  ,  :c:^-{-a  &  y:^-\-ay 
•deviennent  des  quarrés:  on  n'a  qu'à  faire 
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x:=.hb — ace  ,  yz==zdd — aee  &  l^^^ff- — ^gg» 
Qu'on  prenne ,  par  exemple  ,  dans  la  table 
dunMIl/-r=:rI&^=.I,  onaura^=:^; 
d*oii  réfulte  x^=i<^ — 9a,  y=A9 — i6a  &: 
:^=I44  —  49^^*  &  3U  moyen  de  quoi  on 
a  d'abord  ;çy-[-ar=:i225 — 84oa-|-i44a- 
:=^(3  5 — iiay- ',  enfuite  x{-{-a=36oo 
—  25  20(2-1- 441a- :=(6o — iiay--^  enfin  y^ 
-j-a=70j6 — 4704a  4-7  84aaz:^(64 — 2Sa)\ 

234. 

Qu'il  s'agifle  maintenant  de  déterminer, 
conformément  à  notre  queftion  ,  quatre 
lettres ,  ;»; ,  y ,  {  &  r  ,  il  faudra  joindre  une 
quatrième  fraftion  aux  trois  précédentes. 
Soient  donc  les  trois  premières^,  j,  - 
=  ^  ,  &  qu'on  fuppofe  la  quatrième  frac- 
tion ^  =  ^^^:==  ^^ ,  de  façon  qu'elle  ait 
avec  la  troifieme  &  la  féconde  le  rapport 
prefcrit  j  fi  l'on  fait  après  cela  x^=hh — aacc , 
y^:^dl — aee ,  \=ff — ^gg  &  v:=zhh — akk , 
on  aura  rempli  déjà  les  conditions  fuivantes  : 
\:)xy-\-a=:n  ,  IL)^{+a=D  ,  IIL):K{ 

Viv 
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^^^  D  y  &  il  ne  refte  donc  qu'à  faire  en 
forte  qu'auffi  xv-^-a  devienne  un  quarre, 
ce  qui  ne  réfulte  pas  des  fuppofitions  pré- 
cédentes ,  parce  que  la  première  fraftion 
n'a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  pref- 
crit.  Cela  nous  oblige  à  conferver  dans  les 
trois  premières  fraftions  le  nombre  indé- 
terminé m  ;  c'ell:  par  ce  moyen  ,  &  en  dé- 
terminant m ,  que  nous  parviendrons  à  tranf- 
former  aufîi  en  quarre  la  formule  xv-^a. 

Vi.)  Qu'on  tire  donc  de  notre  petite 
table  le  premier  cas,  &  qu'on  fafre-rr:| 
^^^^3-_^  on  aura^=.?^^&^=:'^^, 
d'où  réfulte  xz=^  —  4a  &  vz=z(6m-\-^y 
—  ß(4/7z-j-4)' ;  ainfi  xv-^-a^ic^Çôm-^-^y 
— 4^(6/72+5)' — 9a(4^H-4)'+4a^(4/72+4)\ 
ou  xv~\-a==:^(6m-\~'^y — a^i^Sm^'-^-^-^Sm 
-|- 243) -]- 4^^  (4/72-4-4)%  de  quoi  on  peut 
facilement  faire  un  quarre  ,  vu  que  mm  fe 
trouve  multiplié  par  un  quarre;  mais  c'eft 
à  auoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

VII.)  On  peut  aufii  indiquer  d'une  ma- 
nière plus  générale  les  fractions  dont  nous 
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avons  fait  voir  qu'on  avoit  befoin  ;  car  foit 

-=^-,    -= ,    on   aura  -=::::: —  ,    &  |- 

^^^^StT'  ^'j'on  fuppofe  dans  cette  der- 
nière fra6lion  2/2-j-i^:=/;2 ,  elle  deviendra 
=  -^^  ,•  par  conféquent  la  première  donne 
;c=II— a,  &  la  dernière  fournit  v  —(\m^^y■ 
— amm,  La  queftion  eil:  donc  feulement  que 
;vv-|-û  devienne  un  quarre.  Or  à  caufe  de 
v=.{]X — a). mm — 4Ï;72-|-4  ,  on  a  xv-^a 
=(II — afmm — 4(11 — 6ï)I/7z-j-4ÏI — 3^2;  & 
puis  donc  que  ceci  doit  être  un  quarre , 
qu'on  en  fuppofe  la  racine  =^({1 — a)m — p  ; 
le  quarre  de  cette  quantité  étant  (II — ay 
mm — 2(11  —a)mp-\-pp ,  on  aura — 4(îl — a) 
I/72-[-4lI — ^a=z: — 2(iï — a)mp-\-pp  ;    donc 


m 


/>/>-4lf+^'» 


{ii-a)[rp-,ir  Soit/?=2l+^,  on  trou- 
vera m=z'^^^^^-~-^  où  l'on  peut  adopter 
pour  I  &  ^  tels  nombres  que  l'on  voudra. 

Si,  par  exemple,  a^=^i  ,  qu'on  falTe  I 
c=:=2 ,  on  aura  m=z'^^^-^  -,  &  en  faifant  q 
::=:i ,  on  trouvera  /72=:-,  de  plus  m:z:=in 
-[-i  ;  mais  ne  nous  arrêtons  pas  à  cette 
queftion  plus  long- temps ,  &  paffons  à  une 
autre. 
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Qjiùn7j,eme  queßion.  On  cherche  trois 
nombres  x  ^  y  ik  ^^  tels  que  les  fommes 
&  les  différences  de  ces  nombres  pris  deux 
à  deux,  foient  des  quarrés. 

La  quelHon  exigeant  qu'on  transforme 
en  quarrés  les  fix  formules  fuivames  :  \.)x 
+y,  l\.)x+i,  III.)J+Î.  IV.)x-y, 
V.)  X — :^  ,  Vï.)  y — i ,  on  commencera  par 
les  trois  dernières ,  &  on  fuppofera  x — y 
=^pp,  X — {^^^f  ^  y  —  {  =  ''^>  les  deux 
dernières  fourniront  x=:çq-^i  ßc  y=z=rr 
-|-;^y  de  forte  qu'on  aura  qq:=.pp~\-rr  ^  à 
caufe  de  x — y=^qq — rr-==.pp  ;  ainfi /7^-|-/r, 
ou  la  fomme  de  deux  quarrés,  doit  équi- 
valoir à  un  quarre  qq  y  or  c'eft  ce  qui  arrive , 
quand  p=ziab  &  r=:zaa — bb  ,  puifqu'alors 
q=zaa-\-bb.  Mais  confervons  encore  les 
lettres  p,  q  Sz  r,  &c  considérons  auffi  les 
trois  premières  formules ,  nous  aurons  i  ^.  x 

3"^.  ^ -]-:[=:= /-/--l- 2:^.  Soit  la  première  qq 
H-/T+2{=:^/,  moyennant  quoi  i:^=:tt — qq 
—  rr  y  il  faudra  encore  que  tt  —  rr=0 
&  tt — qq=Q  ,  c'eft-à-dire  tt — (aa — bby 
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=  0  &■  tt — (^aa-\-hhYz=:Zy  \  OU  bien  nous 
aurons  à  traiter  les  deux  formules  tt  —  a* 
• — b*-\-iaabb  &  tt  —  a"* — h'' — laabb  i  or 
comme  tant  cc-|-^i/-|-2caf  que  cc-^dd — icd 
font  des  quarrés ,  il  eil  aifé  de  voir  que  nous 
atteindrons  notre  but ,  en  comparant  tt — a'* 
— b*  avec  cc-]-t/i&  laabb  avec  icd.  Sup- 
pofons  dans  ce  defTein  cd=iaabbz=iffgghJikk , 
&  prenons  c=.ffgg  &  d:=^khkk  j  aa-=zffhh 
ßc  bb=ggkk. ,  ou  az=f/i  &  b=zgk  ;  la  pre- 
mière équation  // — a^ — ^^z=:rcc-|-a^^,  pren- 
dra la  forme  tt — f'If—g''t=zpg'-\-th; 
donc  ttz=zf'g'-i-f'Ii'-\-hh-\-g'k\  ou  rr 
=  (/'+^0(^'+^');  il  faudra  par  con- 
féquent  que  ce  produit  foit  un  quarre  ;  mais 
comme  la  réfolution  en  feroit  difficile  ,  re- 
prenons les  chofes  d'une  autre  manière. 

Si  nous  déterminons  par  les  trois  pre- 
mières équations  x — yz=zpp  ^  x—^zz=:qq  ^ 
y — l=^rr^  les  lettres  j/  &  {y  nous  trouvons 
yz=zx — pp  &  ^:=zx  —  qq ^  doù  s'er.fjit  qq 
=pp-^rr.  Or  nos  premières  formules  de- 
viennent maintenant  x-\~y=:::rix — pp ,  x-\-:^ 
=^zx — qq  y  &:jy-f-^:z=2Jf — p'p — qq,  Faifons 
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cette  dernière  ix — pp — qq=^tt ,  de  forte 
que  ix=ît-\-pp-^gcj ,  il  ne  nous  reftera  à 
transformer  en  quarrés  que  les  formules 
/r-[-^^  &  tt-\-pp.  Mais  puifqu'il  faut  que 
qq:z::ipp-^rr ,  foit  ^^aa-j-/»^,  &  p-=.aa 
—  bh y  nous  aurons  r:=.iab^  &  par  con- 
féquent  nos  formules  feront  : 

l\.yt-\-{aa—bbyz=:ztt-{-a'-\-b'—iaabb=z  D . 
Nous  n'avons  à  préfent^  pour  arriver  à 
notre  but ,  qu'à  comparer  de  nouveau  tt 
-}-a'*-[-^'*  avec  cc-\-dd  &  laabb  avec  icd. 
Soit  donc,  comme  ci-defTus,  c^^ffgg, 
d=::^hhkk ,  &  a:=fh  ,  b:==igk. ,  nous  aurons 
cdzzzzaabb  ^  &  il  faudra  encore  que  tt-\-p 
h'-X-g^t=cc-\-dd—pg'-\-h'h^  d'où  réfulte 

tt  =fY  — /'  ^' + ^'  ^' —g't= (p — t) 

(g* — h'^).  Ainii  tout  fe  réduit  à  trouver 
deux  différences  de  deux  bi- quarrés,  fä- 
voir /^ — h  &  g*  —  h%  qui,  multipliées 
l'une  par  l'autre  ,  produifent  un  quarre. 

Coniidérons  pour  cet  effet  la  formule 
nf-^n^  ^  voyons  quels  nombres  elle  fournit, 
fi  l'on  fubftitue  à  m  &  à  /z  des  nombres 
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donnés,  &  faifons  attention  aux  quarrés  qui 
fe  trouveront  parmi  ces  nombres  j  la  pro- 
priété de  mf' — nf'zz=:.{mm-^nn){^mm — nn) , 
nous  fervira  à  conftruire  pour  notre  deflein 
la  table  qui  fuit  : 

TA  BLE  des  Nombres   compris  dans  la 
Formule  m^— n^ 


mm  n nimm — nnmm-\-nnî     m^  — 


4 
9 

9 
16 

16 

^5 

49 
49 
64 
81 
121 

I  21 
121 
144 
169 


I 
1 

4 
I 

9 
1 

9 
I 

16 
1 

49 
4 
9 

49 

I 


16981 

J225'64 


3 
8 

5 

M 

7 
24 

16 

48 

33 
63 

3^ 
117 
1 12 

119 

1Ö8 

88 

\6\ 


5 
10 


13 

17 

^5 
26 

34 
50 
^5 

Ö5 

130 

125 

130 
170 
1(39 


/z" 


3-5 
16.5 


16.3. 
16.2. 
25 .16.2 
3. 5. II. 
9.5.7. 
64.5. 
25.9.5. 
16.2.5.7. 
144.5. 
169.7. 
170I16.3.5.7. 
250125 .165. 

2§C)|    289.7.2'; 
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Nous  pouvons  déjà  déduire  de-là  quel- 
ques folutions.  En  effet,  roit^/^9  ^  ^^ 
=  4,  nous  avons/'*  —  h^zi-^.^^  j  foit  de 
plus  gg^^^x  &  hh:=.j^c)^  nous  aurons  g* 
— /l^=64.').1'^  ;  donc  alorsn=:64.2  5.i(59, 
&  tz=^io.  Or  puifque  ;/=:=  270400  ,  / 
=  3,  ^^=9?  h=i,  ^  =  7 ,  nous  aurons 
ö:=^2i  _,  /^^:^i8  ;  ainfî  pz=iij ,  ^=^76), 
&  /■=::^756;  de  tout  cela  réfulte  ix  =  tt 
-j-/j^-|-^^:=8693i4 ,  &  par  conféquent 
A:=r434657  j  enfuite^=x—/?/?:=4 20968, 
&  enfin  {=;^r  —  ^^  =  — 1 50568  j  &  ce 
dernier  nombre  peut  aulîi  fë  prendre  po- 
fitif;  la  différence  alors  devient  la  fomme, 
&  réciproquement  la  fomme  devient  la 
différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres 
cherchés  font  : 

^===4  2  09  68 
nous  avons  j:-f-^::=:8  5  562  5:=(92  5y 


X- 


7+{— 57M3^— (75^)"" 
&  de  plus  X— jx^=   13689^:^(117)* 

y — { ::=270400^=(  5  20)\ 
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La  table  que  nous  avons  donnée  ,  feroit 
trouver  encore  d'autres  nombres ,  en  fup- 
pofant  ff^^^  ,  kk=^^^  &  ^o-:^i2i  ,  hk 
::=4;  car  alors  /r:==i3.5.5.i3.9.25=:9.25 
.25.169,  & /=3. 5. 5. 13=975.  Or  com- 
me /=3  5  ^^=1 1  ,  A:=:=2  &  Ä=2 ,  on  a 
az=zfh=L6  &  l}=::zgk=:ii  ;  par  confé- 
quent /7:=<2a — /^i^:i=  —  448,  qzz^aa-\-l^^ 
=  520,  &  /-rr=  2^^=264;  de-là  provient 

2A:=::=:rr-|-/7/7-|-^^i:=950625-[-  2OO704 

+  0^  1421729  . 

27040o:=i42i729  ,  oc  x=^ — ^; 

donc  y=^x — ^^:='-^3îiil^  &  ;^r=:jf — ^^ 

__88^^  Or  il  faut  obferver  que  fi  ces 

nombres  ont  la  propriété  qu'on  exige,  ils 

la  conferveront  par  quelque  quarre  qu'on 

les  multiplie.  Si  donc  on  les  prend  quatre 

fois  plus  grands ,  il  faut  que  les  nombres 

fuivansfatisfafTentégalement:  A-rz2843458, 

^=1040641  &  {=1761858;  &  comme 

ces  nombres  font  plus  grands  que  les  pré- 

cédens,  on  peut  regarder  ceux-ci  comme 

les  plus  petits  que  la  queftion  admette. 
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236. 

Sei:^îeme  queflion.  On  demande  trois 
quarrés,  tels  que  la  diiTérence  de  chaque 
couple  de  ces  quarrés  foit  un  quarre. 

La  folurion  précédente  peut  fervir  à  ré- 
foudre auffi  cette  nouvelle  queflion.  En 
effet,  (î  ;»;,  j/  &  {  font  des  nombres  tels 
que  les  formules  fui  vantes  deviennent  des 
quarrés:  L)  ^+J  ,  II.)  ■^— y  ,  HI-)  ^+{, 
IV.)  x-^,  V.)7+T,  VI.)^-^y  il  eft 
clair  que  pareillement  le  produit  xx — yy 
de  la  première  &  de  la  féconde  ,  le  produit 
XX — :^7^  de  la  troiheme  &  de  la  quatrième, 
&  le  produit  yy — :[^  de  la  cinquième  & 
de  la  {ixieme  feront  des  quarrés ,  &  par 
conféquent  xx  ,yy  &  {{  feront  trois  quarrés 
tels  qu'on  les  demande.  Mais  ces  nombres 
feroient  fort  grands ,  Se  il  y  en  a  fans  doute 
de  moindres  qui  fatisfont  ,  vu  qu'il  n'eft 
pas  nécefîaire,  pour  que  xx — yy  devienne 
un  quarre  ,  que  x-\-y  &  x — y  (oient  des 
quarrés;  car,  par  exemple,  25 — 9  efl:  un 
quarre,  quoique  ni  5-I-3  ni  5 — 3  ne  foient 

pas 
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pas  des  quarrés.  Ainfî  réfolvons  la  queftion 
indépendamment  de  cette  confîdération , 
&  remarquons  d'abord  qu'on  peut  prendre 
I  pour  l'un  des  quarrés  cherchés  :  ia  raifon 
en  eft  que  fi  les  formules  xx — yy ,  xx — :^^ 
&  yy  —  ,'[;^  font  des  quarrés,  elles  ne  le 
feront  pas  moins ,  {\  on  les  divife  par  ;[:[  i 
par  conféquent  on  peut  fuppofer  qu'il  s'agit 
de  transformer^ — ^,  ^  —  i  ,  &^ — i, 
&  -la  queflion  ne  roule  à  préfent  que  fur 
tes  deux  fra61ions  -  &  - . 

'  Ox  fi  nous  fuppofons  J:=:^-^'  &^,  =  '-^\ 
les  deux  dernières  conditions  fe  trouveront 
remplies,  puifque  de, cette  façon '^  —  i 

^^^  &^_,^^^.  Parce 
moyen  -  là  il  ne  ncus_  refte  à  traiter  que 

t  •      r       1  **     vv     (pp^^y 

la-  première  rormiile —  c:=  )-^—^ — ~- 

■  J    -_=.j  "'      "    „(^/^ —  i  Y 

JLl^'T'^y  --  fFP_±\.  3111  ^  V.  f  Z£.±i  _ ü±!^  . 
"^J^qq-l^iy      \pp-i  ^  qq-i  J-     \FP-^      qq-'-Jf 

or  le  premier  faOïeur  eft  ici  ==p~'y~-n^ 

leiecond  eil  r=^??-^^i-,,   &  le  produit 

Tome  IL  X 
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de  ces  deux  faveurs  t{[  =.'fEE33:^p^lp^ . 

{pp-l)    {qq-l) 

On  voit  que  dans  ce  produit  le  dénomi- 
nateur efl:  déjà  un  quarre ,  &  que  le  nu- 
mérateur renferme  le  quarre  4  ;  donc  il 
ne  s'agit  que  de  transformer  en  quarre  la 
formule  {ppqq — ï)(?^ — PP)  ^  ou  bien 
celle-ci,  C/?/?^^— i)  (^—i),  &  on  y  par- 
vient en  faifant  pq^=f^p  &  '^-  —  '■^^ ,  pui{^ 
que  dans  ce  cas  chaque  fafteur  devient 
féparément  un  quarre.  Pour  s'en  convain- 
cre, on  remarquera  que  qq:=^^^^  x  ^^^ , 
que  par  conféquent  le  produit  de  ces  deux 
fraftions  doit  être  un  quarre  ,  qu'il  doit 
l'être  aufli  étant  multiplié  par  ^ffgg.hhkk , 
moyennant  quoi  il  devient  z=zfg{ff-\-gg') 
hk{IiIi-\-kk)  i  enfuite,  que  cette  formule 
devient  tout-à-fait  femblable  à  celle  qu'on 
a  trouvée  précédemment ,  (i  l'on  faity;::^^ 
-X-h  y  g^=ia  —  b^  h=zc-\-d  d>(.  k=^c — d; 
puifqu'alors  on  a  2(a'' — b').i{c^ — ^')=4 
(^4  —  b^){c*  —  d^)  ,  ce  qui  a  lieu,  comme 
nous  avons  vu  ,  quand  aa=^^  ,  bb=4  ,  ce 
=81  &  dd=z4<) ,  ou  fl=3  ,  ^=2  ,  c=:9 
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&  d=zj,  Ainfi  /^^5  ,  ^=1  ,  A=î6  & 
/c  =  2 ,  d'Où  réfuke;>?=.!i&j^f ='^; 
le  produit  de  ces  deux  équations  donne  qq 
='^  =  üf' ;  donc  ?=ii,  &  il  s'enfuit 
que/?:=^,  moyennant  cela  nous  avons - 

donc  que  Ar  =  —  ^^&jy=-^'^,  faifons,  à 
l'effet  d'obtenir  des  nombres  entiers  ,  ;[ 
=::i53  ,  &  nous  aurons  x= — 697  &  y 
:=i  8 5.  Donc  enfin  les  trois  nombres  quar- 
tes cherchés  font 

*a;=4858o9,  &  en  effet  Ä:j:-yjy=45 15 84^(672)^ 

yy=  342^5'  yy-ii=  io8i6=(io4)- 

^1=  23409,  A:Ar-;j'(=462400=(68o)^. 

Il  ell  évident  de  plus  que  ces  quarrés 
font  beaucoup  plus  petits  que  ceux  que  nous 
euflions  trouvés ,  en  quarrant  les  trois  nom- 
bres AT ,  jy^  &  :^  de  la  folution  précédente. 

237. 

On  nous  objeftera  fans  doute  ici  que 
cette  folution  n'a  été  trouvée  que  par  un 
(impie  tâtonnement ,  puifque  nous  avons 
fait  ufage  de  la  table  de  l'art.  235.  Mais 
nous  répondrons  que  nous  ne  nous  fommes 

X  ij 
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iervi  de  ce  moyen ,  qu'afin  de  parvenir  aux 
plus  petits  nombres  poiïibles  ;  car  fi  on 
^ciîioit  ne  pas  avoir  égard  à  la  brièveté , 
il  feroii  facile  ,  moyennant  les  règles  don- 
nées ci-deffus,  de  trouver  une  infinité  de 
iolutions.  En  efïet,  ayant  trouvé -  =  ^^^ 
^y_-~n^  nous  avons  réduit  la  queiïion 
à  celle  de  transformer  en  quarre  le  produit 
{ppqq  —  I  )  (  ~  —  0  >  ^  donc  nous  faifons 
^~=zzm  ou  q:z:^mp  ^  notre  formule  devien- 
dra {mmp^ — \){mm — i)  ,  ce  qui  eft  évi- 
demment un  quarre ,  quand  /?=i  j  mais 
de  plus  nous  allons  voir  que  cette  valeur 
nous  en  fera  connoître  d'autres  ,  fi  nous 
écrivons  ^=:i-j-/;  nous  avons,  en  con- 
féquence  de  cette  fuppofition  ,  à  transfor- 
mer la  formule  {mm—\).{mm  —  i-\-j^mnif 
-^6mmff-\-  4mmp-^mmp^  ',  elle  ne  fera 
pas  moins  un  quarre ,  fi  on  la  divife  par 
(,72/72 — i)'j  cette  divifion  nous  donne  i 

{     mm-i\^  min-i\     jj^m 1      '     TTîm l' 

pour  abréger  nous  faifons  ^^^  =:=:  a  ,  nous 
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aurons  à  réduire  en  quarre  la  formule  i 
'^^af-\-6aff-\-^af'^-\-af\  Que  la  racine 
en  foit  i-j" f f-\- g ff,  dont  le  quarre  eft  i 

+  ^ff+-gff+ffïï+^fgP+ggf'^  & 
qu'on  détermine  f  8^  g  de  manière  que  les 

trois  premiers  termes  s'évanouilTent,  favoir 

en  faifant  4a  =  if  ou  /=  la ,  &  6a  =  2j 

-j-jy'ou  o'=^^^=3  ß — laa,   les  deux 

derniers   termes   fourniront  l'équation  4a 

+  4=^fg+ggf^  d'o^  réfulte  /:=^^_f 

4a  —  iiaa-\-oa'  4  —  iia-\-Saa 

""  4a'' — lia'-^i^aa — a~  4a' —l iaa-\-<^a—l  ' 
OU  fzzzz^^^^^f^- ,  {î  on  divife  la  fra61ionpré- 
cédente  par  a — r.  Cette  valeur  eft  déjà 
fufEfante  pour  nous  donner  une  infinité  de 
folutions ,  parce  que  le  nombre  m ,  dans 
la  valeur  de  a,  z=^^  ,  peut  fe  prendre 
à  volonté  :  c'eil:  ce  qu'il  efl  à  propos  d'éclair- 
cir  par  quelques  exemples. 

I.)  Soit  m=zi^  on  aura  <^=:^;   ainfi  / 
1 

=  4.4=-^;  donc  /.--5I,  &  y 
t^—r,;  enfin- ^?i',  &3^  =  ^. 

»3  '  l  4^0  î         4947 

X  iij 
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II.)  Soit  /72ni:i,  on  aura  j=:-  Sz  ß=z^ 
Z77  =  — -  i  parconfequent/^r^:  — ~%  oc 


^5 


q^~~^-,  au  moyen  de  quoi  l'on  peut  dé- 
terminer les  fra6Hons-&-. 

Il  eft  un  cas  particulier  qui  mérite  que 
nous  y  fafîions  attention  ;  c'eft  celui  où  a 
eft  un  quarre ,  &  il  a  lieu ,  par  exemple , 
quand  /7z:=::r^,  puifqu'alors  az~^.  Si  nous 
faifons  encore  ici ,  pour  abréger  ,  a:z::=.hh , 
en  forte  que  notre  formule  foit  i  -j-  j^hhf 
-^6hbff-\-^\bhp-^bhf^  ^  nous  pourrons  la 
comparer  avec  le  quarre  de  i-\-ibbf-\-hff, 
c'eft- à-dire  avec  i  -f-  ^bbf-^-  i  bff-[-  4  b^ff 
-\-4b''p-\-bbp  i  &  effaçant  de  part  & 
d'autre  les  deux  premiers  termes  &  le  der- 
nier, &  divifant  les  autres  parjÇ^,  nous  au- 
rons 6bb-\-  4bbf=zib~\-  jfb*-\-  ^b^f^  d'où 

/ri       r     ^^^ — 2^  —  4^^^*        3^ — I — 2.^' 
^"^"^'"  -^^       4^^- 4^^  ~  =    ibb^zb  ' 

ou  bien  cette  fraftion  étant  divifible  en- 

cote  par  b—i ,  nous  aurons  ennny^:^  —  -^ — • 
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Remarquons  que  nous  aurions  aufii  pu 
adopter  i+i/^+^pour  la  racine  de  notre 
formule;  le  quarre  du  trinôme  étant  1+4// 
^ihff-\-^bbff-\-^bbp-\-bbf\  nous  aurions 
effacé  le  premier  &  les  deux  derniers  ter- 
mes ;  &  divifant  les  autres  par  /,  nous  fe- 
rions parvenus  à  l'équation  ^bb~\-6bbfz=zj^b 
^ibf-\-4,bbf.  Mais  comm.e  bbz=.^^^b 
:=^- ,  cette  équation  nous  auroit  donné/ 
=z — 2  &  p:= — I  j  par  conféquent  ^z7/7 — i 
=  0 ,  &'  nous  n'aurions  pu  tirer  de-là  au- 
cune conclufîon,  puifque  ^  deviendroitzzo. 

Pour  revenir  donc  à  la  folution  précé- 
dente, qui  a  donné /7=^^^  ,  comme  b 
=^,  elle  nous  indique  que  fî  m=::i^-,  on  a 

P='^  ^  ^=^P=ÏI^  par  conféquent^ 

^  R^y_ 11? 

m  ^  i  I4Î* 

238. 

Dix-feptleme  queßion.  On  cherche  trois 
nombres  quarrés,  tels  que  la  fomme  de 
chaque  couple  foit  un  quarre. 

Puifque  ce  font  les  trois  formules  xx+yy^ 
XX -^11  &  Jj^+{{5  qu'il  s'agit  de  tranf- 

X  iv 
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former,  divifons-les  par  {{,  afin  d'avoir 
ces  trois  autres  : 

i-)ïï+i7--a,ii.)'T--+.=a, 
m.)a+i=D. 

On  fatisfait  aux  deux  dernières ,  en  fai- 
Tant*— ^-^&^-rir^-i:^,  &  la  première 
formule  fe  change  par -là  en  celle-ci, 

{pp  —  l)'    ,    {qq  —  1)"  •    1    •  /r   -. 

^^-^- <-~\-.iJ-i 1-    qui  doit  auiii  être 

4PP    ^        4qq 

un  quarre ,  ü  on  la  multiplie  par  Appqq , 
c'eft-à-dire  qu'il  faut  que  qq{pp — ^)'~\~PP 
iqq — 0"^==^;  or  c'ell:  ce  qui  ne  peut 
guère  s'obtenir ,  à  moins  qu'on  ne  con- 
ncifie  d'ailleurs  un  cas  où  cette  formule 
devient  un  quarre  ;  &  comme  il  eft  diffi- 
cile aufii  de  trouver  un  femblable  cas ,  il 
faudra  avoir  recours  à  d'autres  artifices  , 
dont  nous  allons  rapporter  quelques-uns. 

I.)  Comme  la  formule  en  queftion  peut 
s'exprimer  ainfi  ,  qqÇp-^^-iy  (p — iy-\-pp 
(^"4~0'(^ — 0'=D  y  qu'on  faffe  en  forte 
qu'elle  foit  divifible  par  le  quarre  (/?-|-i)'-; 
on  l'obtient  en  faifant  g  —  i=^-j-i  ,  ou 
^=/7-)-2  j  car  alors  ^-j-ic=:/7-j-3  ,  &  la 
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formule  devient  (/^-j-2.y(/'+i)'(/' — 0* 
+/^/'C/'-|" 3  )' C/'+O'— n  j  de  forte  qu'en 
divifant  par  (/?-}" 0%  on  a  (/7-|-2)X/? — i)^ 
-|-^^(/7-j-  3  )-,  ce  qui  doit  être  un  quarre , 
&:  à  quoi  on  peut  donner  la  forme  ip^-^-^p"' 
^6pp  —  4/7 -|- 4.  Or  le  dernier  terme  étant 
ici  un  quarre ,  fuppofons  que  la  racine  de 
la  formule  foit  ^-\~fp-\-gpp  ou  gpp-\-fp+2. , 
dont  le  quarre  eft  ggp'^~\-^fgp'-\-4gpp 
'\^ffpp-\-Afp-\-A')  &  110US  chaflerons  les 
trois  derniers  termes ,  en  faifant  — 4=4/ 
ou/=  — I,  &  ^=1=4^+1  ou  g='-;  les 
premiers  termes  étant  divifés  par  p'^ ,  don- 
neront enfuite  ^p-V^^ggp+2.fg=^"^  p 
—  ^;  nous  trouvons  par -là  /?  =  — 24  & 
V  =  — 22:  donc  enfin -=^^^=ir  —  l4l, 
oua:=:  — ^^^-j  ^ y- =^^±11^^^!}    ou  y 

'  44  1* 

Faifons  maintenant  ij-^zzi^.  3  .1 1  ,  nous 
aurons  .r  =1:5 7 5. 11  &  y  1=: 48 3.12,  & 
par  conféquent  les  racines  des  trois  quarrés 
que  nous  cherchons  ,  feront  : 
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car  il  en  réfulte: 
^•^+ar=^3Xi75'+25^0=2.3=.373\ 
xx-\-ii  =  ii\^j^'-\-  480=1 1^577^ 

II.)  On  peut  obtenir  encore  d'une  in- 
finité de  manières  ,  que  notre  formule  foit 
divihble  par  un  quarre  j  qu'on  fuppofe , 
par  exemple  ,  {q-\-iy=z4{p-\-iy  ,  ou  q 
-J-i=:2(/?-[-0  >  c'eft-à-dire  q=zip-^i 
&  q — i:r=ip  y  la   formule  deviendra 

(ip+iy(p+^y  ip—iy+pP'4'(p+o^ 

(4^^)=  a  ,  ce  qu'on  peut  divifer  par 
(p-\-iy ,  moyennant  quoi  l'on  a  (2/?-|-i)' 
(p~iy-\-i6p'=za  ,  ou  iop'—4p'  —  ^pp 
^ip-{-i=^G  ,  mais  de  quoi  on  ne  peut 
tirer  aucun  parti. 

III.)  Faifons  donc  plutôt  (q — 1)'=4 
(p-\-iy  ,  ou  q  —  i=:2(/7-j-i),  nous  au- 
rons q=zip-\-^  &  ^-|-i  =  2;?-|-4,  ou 
q-i^i=2i(p-\-i) ,  &  nous  obtiendrons, 
après  avoir  divifé  notre  formule  par  (/?+!)% 
cette  autre  formule:  i^p+^Tip—iT+i^^PP 
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{p~\-^y  ou  ^  —  6p-\-'^'i,pp-\-6%p'-{-iop'; 
que  la  racine  en  foit  3 — p-\~gpp  >  àom  le 
quarre  eil  ^—<^p-^^gpp-\-pp — ^gp'-\-ggpU 
les  deux  premiers  termes  s'évanouifTent , 
&  nous  chaffons  le  troifieme  en  faifant  53 
r='6^-j-i  ,  ou  0-3^==^;  ainfi  les  autres  ter- 
mes fe  divifent  par/j  &  donnent  2o^-j-68 
276      496        j  48 

=ggP—'-g^  ou  T^V/'^'  ^^"^  P'^Tv 
&  qz^jf,  au  moyen  de  quoi  nous  obte- 
nons une  nouvelle  foluticn. 

IV.)  Si  l'on  veut  faire  q  —  iz=:-(^ — i), 
on  a  q==.±p^l8zq+i^'-p+l=.l 
(2/?-(-i)  ,  &  la  formule  après  avoir  été  di- 
vifée  par  (p  — 1)%  devient  T^^^Y' (/?-}- 1)" 

4~8f/y^C^/'4"0' j  multipliant  par  81  ,  on 
a  c^(4p--iy{pJ^iyJ^64pp(ip-\-iy 
z==z4oop^-\-'47ip'-\-'j^pp—<j4p-\-^,  où  le 
premier  &  le  dernier  terme  font  l'un  & 
l'autre  des  quarrés.  Qu'on  fuppofe  donc 
la  racine  =::;  lopp — ^p-]-}  ,  dont  le  quarre 
eft  40op^  —  2  6op'-\~ii  opp  -\-  8  ipp  —  54/7 
-|-9  ,  on  aura  4-/ ip--\-y'^=::z — ^^6op-{-iOî  ; 
donc/.=:^,&^=^-i. 
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On  auroit  auffi  pu  prendre  pour  racine 
iopp-\-c)p — 3  ,  ce  qui  efî:  celle  de  400/?* 
4-3^0/?' — \iopp-\-'è\pp — 5  4;? -[-9;  mais 
en  comparant  ce  quarre  avec  notre  for- 
mule, on  auroit  trouvé  47  2/?-]-7  3=^3  60/7 
■ — 39,  &  par  conféquent /7  =:^ — i  ,  valeur 
qui  ne  peut  nous  fervir. 

V.)  On  peut  faire  aufîi  que  notre  for- 
mule foit  même  divifible  par  les  deux 
quarrés  {p-\-'iy  &  {p — i)'  en  même  tems. 
Qu'on  fafîe  pour  cet  effet  ^rzr^',  de  forte 
que  ^4-1=^-^=.^-^— \    &   q—i 

_^pj-p-^  _(_^_0(^_0    la  formule  fe  divi- 

p+t  p+t      ' 

fera  par  (/?+!)"(/? — 1)%  &  fe  réduira 
a  7'— r— J^,  -\-PP        /     IM       J  fionmul- 

tiplie  par  (/?-}~0%  i^  faudra,  comme  au- 
paravant, que  la  formule  puifTe  devenir 
un  quarre  ,  &  on  aura  (/'^'-f*i)'(/'-[-0' 
J^pp(t-\-iy{t—iy,  ou  up'~\-it{tt-\~i)p' 

•\-ittpp-\-{tt-\-iy  pp-\-{tt~\y  pp-\-it 

{tt-\-i)p-\-tt ,  où  le  premier  &  le  dernier 
termes  font  des  quarrés.  Qu'on  prenne 
donc  pour  racine  tpp-\-{tt-\-i)p  —  /,  ce 
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qui  efl:  celle  du  quarre  ttp''-\-^t(^tt-\-\)p'' 
— zttpp\-{tt-\-\ypp — xt{it-\-\)p-\-tt ,  on 
aura,  en  comparant ,  xttpA^^^tt-^-xfp 
+(//— i)^/7-|-2<rz-|-i)c^— 2r//7+(//+i)> 
— 2/(/r-j-i)  ,  ou  à^ttp-\-{tt — i)'f-f-4'(^^~hO 
^=:o,  ou  (r/-j-i)"/7 -f- 4/ (r/-}-i) c=o  ,  c'eft- 
à-dire  rr-|-i:r=^^  y  de-là  réfulte/^^^'j 
par  conféquent  pt-\-\=:^  "^/^^  ,    &:  /?-j-^ 

== r-^  :  enhn  aulli  q  :=  — ^^:: — ^—  ,   oC 

la  lettre  t  efi:  arbitraire. 

Soit,  par  exemple  ,  tz=z:i  ^  on  aura  p 

5  i  2     '  î  2p  I       80  ' 

l  ^q  44  '  4.4-S  ^         «^  4-H  ^ 

Si  de  plus  ;^=:4.4.5.ii ,  on  a  ^=3. 13,11 
&  j)/ 2^:^4.5. 9. 13  ,  &  les  racines  des  trois 
quarrés  cherchés  font  x=  3.11.13=429  , 
j)^=:=4.5.c).i3=2  340,  &::[:==4. 4. 5.11:^^880. 
On  voit  qu'elles  font  encore  plus  petites 
que  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-def- 
fus ,  &  il  en  réfulte 

;vx-|-{{^^i  I'.  (i  5  2 1 -[-6400)::^ 1 1".  89-, 
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Vî.)  Une  dernière  remarque  que  nous 
ferons  au  fujet  de  cette  quelHon ,  c'eil  que 
chaque  folution  en  fournit  aifément  une 
nouvelle  j  car  lorfqu'on  a  trouvé  trois  va- 
leurs ,  x:=:za ,  y=^l^  &  {=c ,  de  forte  que 

les  trois  valeurs  fuivantes  fatisferont  pa- 
reillement ,  fa  voir  xz::z^ab ,  yz::zbc  &  :^::^ac. 
Il  faut  que 

xx-Yyy^::^aahh-^hhcc^=^bb{aa-^c  c):=  O  j 
AT.T-j-  '^:^^:::=:aabb-^aacc:::::^aa{bb-^c 0)-^:=^  D  , 

yy-^^:^-=^aacc-\-bbccz=^cc{cLa-\-bb^^::^Zl* 
Or  ,   comme  nous  venons  de  trouver 

=^4.4.5.11  ,  nous  avons  d'après  la  nou- 
velle folution, 

X3:^<2^r=:3. 4.  ^.9.11.13.13  , 
jy/— ^^=^4.4.4.5.5.9.11.13, 
:^r:=^c:=:3.4.4.5.1I.II.I3. 

Et  toutes  ces  trois  valeurs  étant  divifibles 
par  3.4. 5. II. 13  ,  fe  réduifent  aux  fuivantes , 

^  =  9-13  9  >'=3-4'4-5  ^  {  =  4-"î  ou  X 
=117  ,  j/=240  &:  {=44  ,  qui  font  encore 
moindres  que  celles  qu'a  données  la  folution 
précédente ,  &  il  en  réfulte 
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xx-^-yy^-ji  289=267^, 

.^y+{{— 5953Ö— ^44'- 
239. 

Dix'huitïeme  queßion.  On  cherche  deux 
nombres  x  ^  y  ^  tels  que  l'un  ajouté  au 
quarre  de  l'autre ,  produife  un  quarre  ;  c'eft- 
à-dire  que  xx-^y  &  yy-\-x  foient  des 
quarrés. 

Si  on  vouloit  commencer  par  fuppofer 
xx-^y=^pp ,  &  en  déduire  y:=:zpp-^xx , 
on  auroit  pour  l'autre  formule  p"^ — zppxx 
-|-a;^-j-xi=:  n  5  &  on  auroit  de  la  peine 
à  la  réfoudre. 

-  Qu'on  fuppofe-  donc  en  même  tems  l'une 
des  deux  formules  xx-\-yzz:z(^p — xy=::pp 

—  ipx-\-xx  ,  &  l'autre  j^y-]-:c:=r(^ — yy 
=^qq — '^'jy-{~yy  >  ^n  obtiendra  par-là  les 
deux  équations  fuivantes ,  \.)y-\-ipx^z=pp  ^ 
&  II.)  x-\-iqy=.qq ,  defquelies  on  tire  ai- 
fément  x=:^-^^p^^  y=^I^^\  où p  Se  g 

4/73-1         ^  Af<]-^    ^  r         1 

font  indétermmés.  Qu'on  fuppofe  donc, 
par  exemple ,  /7==2  &:  ^=3  ,  on  aura  les 
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deux  nombres  cherchés  ;f  =  '-^&  y=^^~^ 

23      »/       23  1 

moyennant  quoi  xx-\-yzz:=—^  -L  il  :::^  9it 

-U;  '^:^v+-^— 5.,  +25=  5x^  =  UJ  • 

Si  on  faifoit  /?i:^i  &  ^=3  ,  on  auroit 
a:  = — ^  &  jy^^r=^,  folution  qu'on  pourroit 
ne  pas  admettre ,  parce  que  l'un  des  nom- 
bres cherchés  fe  trouve  négatif. 

Mais  {bit  p=^i  &  ^=1::^,  nous  aurons 
^^^^^y^^ï^j  d'où  nous  dérivons  xx 

_^ 49_    1    X. ^ f—\^ 

~~~  100     I    20  ■""*  190  V°/    * 

'       '  240. 

Dix-neuvleme  queßion.  Trouver  deux 
nombres  dont  la  Tomme  foit  un  quarre , 
&  dont  les  quarrés  ajoutés  enfemble  pro- 
duifent  un  bi- quarre. 

Nommons  ces  nombres  x  èc  y  ;  &  puif- 
que  xx-\-yy  doit  devenir  un  bi- quarre, 
commençons  par  en  faire  un  quarté  ,  en 
fuppofant  xz=.pp — qq  .&  y=.ipq  j-  au 
moyen  de  c^uoï  xx-^yyz=:^{pp-\--qqy\,Oï ^ 

pour 
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pour  que  ce  quarre  devienne  un  bi-quarré  y 
il  faut  que  pp-\-qq  foit  un  quarre;  con- 
tinuons donc  en  faifant  p^z:::rr — ff  &  q 
==2//,  afin  q,\^e  pp-\-qq~{rr-^fjy',  & 
prérentement  nous  avons  xx-^yyzz:z(^rr 
-•{-//)%  ce  qui  eft  un  bi-quarré.  Or,  fui- 
Vant  ces  ruppo{ition"s ,  nous  avons  x=z:r'^ 

—  ö/'a/JT-J-/'*  ^  y^::=4r^f — 4r/5j  il  nous 
refte  par  conféquent  à  transformer  en  un 
quarre  la  formule  x~\-y::^::^r^-^^r'f — 6rrff 

Imaginons  que  fa  racine  foit  rr-^itf 
-^-ffj  ou  la  formule  égale  au  quarre  r^ 
-\-4^^f-\-6rrff-^4rp-\-f\  nous  pourrons 
effacer  de  part  &  d'autre  les  deux  premiers 
&  le  dernier  terme ,  &  divifer  les  autres 
par  rjf,  ainii  nous  aurons  6r-^4f=:z—6r 

—  4/,  ou  1 2  /•-[-  8/=  0  ;  de  forte  que  / 
=^ — ^'=z—lr.  Nous  pourrions  auffi  fup- 
pofer  la  racine  =^rr — irf-\-ff,  en  égalant 
la  formule  au  quarre  r^ — 4^'f-\'^^^fj—vf' 
-{-f'^',  de  cette  manière  le  premier  &  ïqs 
deux  derniers  termes  fe  détruifant  àes  deux 
côtés ,  nous  aurions ,  en  divifant  par  rrf^ 

Toms  IL  Y 
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les  autres  termes,  ^r — 6f=-^4r'^6f^ 
ou  8/-:=i2/y  par  ccnféquent  r=:^/;  ainfi 
dans  cette  féconde  {'uppofition  fi  r=^  &c 
fz:^!^  nous  trouverions  Jt=;  —  ii9>  ou 
une  valeur  négative. 

Mais  faifons  à  préfent  r=z.'^-f~^ty  nous 
aurons  pour  notre  formule 

Donc 

^6rrfJ=-^p-iSpt-  6ffn 

-¥P=-(>P  -  4pt 

4-/^  =+/•*;  &  par  conféquent  la  formule 

Cette  formule  doit  aufli  être  un  quarre  , 
fi  on  la  multiplie  par  1 6 ,  moyennant  quoi 
elle  devient  p-\-  i^6pt-\-'4o'èJftt-\-i  6ofû 
'-\-i6t\  Egalons-la  au  quarre  àt  ff-^i^^ft 
— 4^/,  c'eft-à-dire  k  p-}-2<^6pt+iiS^6JJ'u 
—  I  i84//'-|-i6r^,-  nous  voyons  les  deux 
premiers  termes  &  le  dernier  fe  détruire 
des  deux  côtés ,  &  nous  parvenons  par-là 
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539 


à  réquatlon  21896/— i  i84/=:4o8/-hi  60;, 
qui  fournitf  =:ilf,=-^-^^:zz.-^,.Puisdonc 

n  t  2l4>>b  537a  1343 

que/=84  &  ;r=i3  43  ,  nous  aurons  r 
=^/+ /::==!  469  ,  &  par  conféquent  ;^c:i=/-* 
~~6/-r//+/^=:4565486o2776i,  &:j^4r/ 
—  47/3 =1061652293520. 


CHAPITRE     XV. 

Solutions    de    quelques    Queßlons    oîi   l'on 
demande   des  Cubes, 


N. 


241. 


ous  avons  traité  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent quelques  queilions  où  il  s'agifToit  de 
faire  en  forte  que  certaines  formuies  de- 
vinflent  des  quarrés ,  &  elles  nous  ont  donné 
occafîon  de  développer  différens  artifices 
que  demande  l'application  des  règles  que 
nous  avions  données  plus  haut.  Il  nous  reiîe 
à  préfent  à  confidérer  des  queftions  qui  rou- 
lent fur  la  transformation  de  certaines  for- 
mules en  cubes  j  les  folutions  qui  vont  faivre 


Yij 
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répandront  du  jour  fur  les  règles  que  nous 
avons  aufli  indiquées  plus  haut  pour  les 
transformations  de  cette  efpece. 

242. 

Queßion  première.  On  demande  que  la 
fomme  de  deux  cubes ,  a:'  &  y"' ,  foit  un 
cube. 

Puifque  at^-j-j/^"  doit  être  un  cube  ,  il  faut 
qu'en  divifant  cette  formule  par  le  cube  j^, 
le  quotient  foit  pareillement  un  cube ,  ou 

que yi^zzC,  Soitdonc-={ — i,  nous 

aurons  :('  —  '^:^^-^t^:^z=:::C,S\  nous  voulions 
maintenant ,  en  fuivant  les  règles  données 
plus  haut ,  fuppofer  ici  la  racine  cubique 
^=:;r — u  ,  &  en  comparant  la  formule  avec 
le  cube  ^' — ^u7^^-\-^uu:^ — u' ,  déterminer 
u  de  façon  que  le  fécond  terme  aufli  s'éva- 
nouît ,  nous  aurions  u=:^i  &  les  autres  ter- 
mes, formant  l'équation  '^:^z=:^uui — «^'=3^ 
—  I  ;  nous  trouverions  :^  =  (x>  ,  d'où  nous 
ne  pourrions  rien  conclure.  Laiffons  donc 
plutôt  u  indéterminé  y  ÔL  tirons  {  de  l'équa- 
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tioii  quarre e  — 3;^;^-]-^ 3:^21^ — ^u^^-^^uu:^ 
—  u' ,  ou  3W{{ — 3^:^=3^/^/^ — 3;^ — u\  ou 
3(^— 0{{— 3(^"— 0{— "S  ou  iiz={u-^i) 


w 


^ .  nous  trouverons 

3(^—0 

u+i   .       /uu-\-iu-\-i  le 


3(^  —  0 


ou  r^=— -  -i-  \/ î-^; ^ '  ;  la 

queftion  fe  réduit  par  conféquent  à  tran{^ 
former  en  quarre  la  fra£lion  qui  eft  fous 
ce  figne  radical.  Multiplions  d'abord  pour 
cet  effet  les  deux  termes  par  3(2'^ — i), 
afin  que  le  dénominateur  devenant  un 
quarre,  favoir  36 (w  — 1)%  nous  n'ayons 
à  traiter  que  le  numérateur  — 't^u'' -\-\  iw 
— 18«« -[-9,  Comme  le  dernier  terme  eft 
un  quarre ,  nous  fuppoferons  la  formule , 
conformément  à  la  regle  ,  égale  au  quarre 
de  guu-^-fu-^^i^  ,  c'efl-à-dire  à  ggi{-^-\-'^fgiJ^' 
^6guu-\-(ifu-\-^  ,  nous  ferons  difparoître 
\'ffuu 

les  trois  derniers  termes  ,  en  faifant  o^=^6f 
ouf=o,  &6^4-j5^=— 18,  OU^t=.:— 35 

Y  iij 
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Sz  réqiiation  qui  rede,  lavoir  — 3W-J-12 
=ggu-^  zfuz=z<^u  ,  donnera  w;=i.  Mais 
cette  valeur  ne  nous  apprend  encore  rien  ; 
ainfi  nous  continuerons  en  écrivant  u=::^i 
-j-r;  or  notre  formule  devenant  dans  ce 
cas  — lit — -^t* ,  ce  qui  ne  peut  être  un 
quarre  ,  à  moins  que  t  ne  foit  négatif,  fai- 
fons  aufli-tôt  /=:::: — f^  nous  avons  par  ce 
moyen  la  formule  12/ — 3/^,  qui  devient 
un  quarre  dans  le  casdey=i.  Mais  nous 
voici  arrêtés  de  nouveau  ;  car  dans  ce  cas 
de  ß^i  ,  on  a  tz^ — i  &  u=:zo  ,  d'où  l'on 
ne  peut  conclure  autre  chofe ,  fi  ce  n'efl  que 
de  quelque  manière  qu'on  s'y  prenne  ,  on 
ne  trouvera  jamais  une  valeur  qui  fafie  par- 
venir au  but  qu'on  fe  propofe  ;  &  l'on  peut 
en  inférer  déjà  avec  afTez  de  confiance , 
qu'il  eft  impofîible  de  trouver  deux  cubes 
dont  la  fomme  foit  un  cube  ;  on  s'en  con- 
vaincra entièrement  par  la  démonftration 
fui  vante. 
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243. 

Théorème,  Il  n'efl:  pas  pofîible  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  fomme  ou  bien  la  dif- 
férence foit  un  cube. 

Nous  commencerons  par  faire  obferver 
que  fî  rimpofîibilité  dont  nous  parlons  a 
lieu  pour  la  fomme ,  elle  a  lieu  aufîi  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  effet ,  s'il 
eft  impoflibie  que  x''-\-y^'=.^'^ ,  il  eff  im- 
pofîible  auffi  que  i' — y^'z=:x^'  ;  or  f  — y^' 
eft  la  différence  de  deux  cubes  \  donc ,  &c. 
Cela  pofé  ,  il  fuffira  de  démontrer  l'impof- 
fibilité  en  queftion ,  foit  de  la  fomme  feu- 
lement ,  foit  de  la  différence  ;  or  voici  la 
fuite  des  raifonnemens  que  cette  démonf- 
tration  exige. 

I.)  On  peut  regarder  les  nombres  x  Se 
y  comme  premiers  entr'eux  j  car  s'ils  avoient 
un  commun  divifeur ,  les  cubes  feroient 
aufli  diviiibles  par  le  cube  de  ce  divifeur. 
Par  exemple,  foit  x=zia  &  y=:zzb ^  on 
auroit  x'^-^y'=.%à^-\-%b^'  ;  or  fi  cette  for- 
mule eft  un  cube  ,  a^-}-^'  en  eft  aufli  un. 

Y  iv 
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II.)  Puis  donc  que  x  ^y  n'ont  point 
de  facteur  commun  ,  ces  deux  nombres 
font  ou  impairs  tous  les  deux  ,  ou  bien  Tun 
eft  pair  &  l'autre  eft  impair.  Dans  le  pre- 
mier cas  il  faudroit  que  ^  fût  pair  ,  &  dans 
l'autre  ce  nombre  feroit  impair.  Par  con- 
féquent  de  ces  trois  nombres  x  ^  y  &  :^ , 
il  y  en  a  toujours  un  qui  eft  pair  &  deux 
qui  font  impairs  -,  &  il  nous  fuffira  donc 
pour  notre  démonftration  de  confidérer  le 
cas  où  X  ScjK  font  tous  deux  impairs ,  parce 
qu'il  eft  indifférent  de  prouver  l'impofîibiliré 
dont  il  s'agit  pour  la  fomme  ou  pour  la 
différence ,  &  qu'il  arrive  feulement  que 
la  fomme  devient  la  différence  ,  lorfqu'une 
des  racines  eft  négative. 

m.)  Si  donc  jc  &  y  font  impairs  ,  il  eft 
clair  que  tant  leur  fomme  que  leur  dif- 
férence fera  un  nombre  pair.  Soit  donc 
^-^  ^z=ip  &  ^  =  ^  ,  nous  aurons  x=:zp-^q 
Se  y^^p — ^ ,  d'où  il  fuit  que  l'un  des  deux 
nombres  /?  &  ^  doit  erre  pair  &  que  l'autre 
doit  être  impair.  Or  nous  avons  x'-f-jy' 
^:::^ip''\-6pqq=^ip{pp-\-}qq)  i  de  forte  qu'il 
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s'agit  de  prouver  que  ce  produit  ip{pp 
^'^qq)  ne  peut  devenir  un  cube  ;  &  fi  la 
démonilration  devoit  Te  rapporter  à  la  dif- 
férence ,  on  auroit  x'' — y''zz^6ppq-\-iq^ 
z=ziq{qq-\~'!^pp) ,  formule  tout-à-fait  la  mê- 
me que  la  précédente ,  fi  on  met  p  ^  q 
à  la  place  l'un  de  l'autre.  Par  conféquent 
il  fuffit  pour  notre  quefiion  de  démontrer 
l'impo/Tibilité  de  la  formule  ip(pp-^jqq)^ 
puifqu'il  s'enfuivra  néceffairement  que  ni 
la  fomme  ni  la  différence  de  deux  cubes 
ne  peut  devenir  un  cube. 

IV.)  Si  donc  ip(pp-^^qq)  étoit  un  cube  , 
ce  cube  feroit  pair ,  &  par  conléquent 
divifible  par  8  ;  donc  il  faudroit  que  la 
huitième  partie  de  notre  formule,  ou--^ 
(pp-^-yqq)  9  ^^^t  un  nombre  entier  &  outre 
cela  un  cube.  Or  nous  favons  que  l'un  des 
nombres  p  Se  q  eu  pair ,  &  l'autre  impair  ; 
ainfi  pp~\-^qq  doit  être  un  nombre  impair, 
qui  n'étant  point  divifible  par  4  ,  il  faut  que 
p  le  foit,  ou  que^  foît  un  nombre  entier. 

V.)  Mais  afin  que  le  produit  ^(/t^H- 3^^) 
foit  un  cube  y  il  faut  que  chacun  de  ces 
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facteurs  ,  s'ils  n'ont  point  de  divifeur  com- 
mun ,  foit  un  cube  Téparément  ;  car  fi  un 
produit  de  deux  fa8:eurs  qui  font  premiers 
entr'eux  ,  doit  être  un  cube  ,  il  faut  nécef- 
fairement  que  chacun  foit  de  foi-même  un 
cube  ',  le  cas  eft  différent  &  demande  une 
coniidération  particulière ,  fi  ces.  fafteurs 
ont  un  divifeur  commun.  Ainfi  la  queftion 
eil:  ici  de  favoir  fi  les  deux  fafteurs  p  & 
pp-\-T,qq  ne  pourroient  pas  avoir  un  divifeur 
commun  ?  Pour  y  répondre  ,  il  faut  con- 
fidérer  que  fi  ces  fafteurs  ont  un  divifeur 
commun  ,  les  nombres  pp  ^  pp-\~3qq  au- 
ront le  même  divifeur  ;  que  la  différence 
auffi  de  ces  nombres,  qui  efl  3^^,  aura 
le  même  divifeur  commun  avec  pp ,   &: 
que ,   puifque  p  ^  <J  font  premiers  entre 
eux,  ces  nomhïQS  pp  &  -i^qqno.  peuvent 
avoir  d'autre  commun  divifeur  que  3  ,  ce 
qui  a  lieu  quand  p  efl  divifible  par  3 . 

VI.)  Nous  avons  par  conféquent  deux 
cas  à  examiner  :  l'un  efi:  celui  où  les  fac- 
teurs p  &  pp-^'^qq  n'ont  point  de  commun 
divifeur ,  ce  qui  arrive  toujours  ,  lorfque 


D    A    L    G    E    B    R    E.  '^4y 

p  n'efl  pas  divifible  par  3  ;  l'autre  cas  eil 
celui  où  ces  faéleurs  ont  un  divifeur  com- 
mun ,  &  il  a  lieu  quand  p  peut  fe  divifer 
par  3  ;  parce  qu'alors  les  deux  nombres 
font  diviiîbles  par  3.  Nous  avons  befoin 
de  diftinguer  fbigneufement  ces  deux  cas 
l'un  de  l'autre  ^  parce  qu'ils  exigent  chacun 
une  démondration  particulière. 

Viî.)  Premier  cas.  Que  p  ne  foit  pas 
divifible  par  3  ,  &  que  par  conféquent  nos 
deux  faéleurs^  ^  FF~\~}^']  foient  premiers 
entr'eux,  de  (orte  que  chacun  en  particu- 
lier doive  être  un  cube.  Pour  faire  d'abord 
que  /7'-j-3^^7  devienne  un  cube,  il  n'y  a, 
comme  nous  l'avons  vu  plus  haut ,  qu'à 
fuppofer  p~\-q\/ — 3=(^-}-^M/' — 3)'  & 
p — -^i/ — 3=0 — "v^ — 3)'^  ce  qui  donne 
pp-^-^qq^Çtt-^-^uuy  ou  un  cube.  Or 
par-là /?  =  ^'  —  ^tuu=izt(tt  —  ^uu),  Si  q 
■=.ytu — 'i^v}^=i'i^u{tt—iLiL),  Puis  donc  que 
q  efl  un  nombre  impair ,  il  faut  que  u  au/S 
foit  impair ,  -&  par  conféquent  que  t  foit 
pair,  parce  que  fans  cela  // — un  feroit 
pair. 
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VIII.)  Maintenant  que  nous  avons  trans- 
formé pp-\-Tjqq  en  cube,  &  que  nous 
avons  trouvé  pz=it{n — 9?/«)  =  /(;-}- 3z/) 

(r  —  3")  ,  il  s'agit  auffi  que^,  &  par  con- 
féquent  auffi  que  2/7  foit  un  cube  ;  ou ,  ce 
qui  revient  au  même  ,  que  la  formule 
^t{t-\-'^u){t  —  3^)  foit  un  cube.  Or  nous 
avons  à  obferver  ici  que  t  eft  un  nombre 
pair  &  non  divifible  par  3  y  puifqu'autre- 
ment  p  feroit  divißble  par  3  ,  ce  qu'on  a 
expreffément  fuppofé  n'être  pas  j  ainfi  les 
trois  fafteurs ,  if,  t-\-yi  &  /  —  3^,  font 
premiers  entr'eux ,  &  il  faudroit  que  cha- 
cun d'eux  fût  un  cube  en  particulier.  Si 
donc  nous  faifons  t-\-T^uz=f''  &  t — 3«^=^^', 
nous  aurons  it=^p-\-g\  Si  donc  it  eil: 
un  cube  ,  nous  aurons  deux  cubes /^  &  g' , 
dont  la  fomme  feroit  un  cube ,  &  qui  fe- 
roient  évidemment  beaucoup  plus  petits 
que  les  cubes  x''  ^  y'  adoptés  au  commen- 
cement j  car  comme  nous  avons  d'abord 
fait  x=:^p-\-c]  &L  yz=^p — q ,  Se  que  nous 
venons  à  préfent  de  déterminer/?  &  q  par 
les  lettres  /  &  «  ,  il  faut  nécefîairement  que 
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les  nombres  x  6^  y  foient  beaucoup  plus 
grands  que  t  Se  u, 

IX.)  Si  donc  il  exiftoit  dans  de  grands 
nombres  deux  cubes  tels  que  nous  les  de- 
mandons ,  on  pourroit  auffi  affigner  en  de 
moindres  nombres  deux  cubes  dont  la  fom- 
me  feroit  un  cube  ,  &  on  pourroit  parve- 
nir de  la  même  manière  à  des  cubes  tou- 
jours plus  petits.  Or  comme  il  eft  très- cer- 
tain qu'il  n'y  a  point  de  ces  cubes  dans  les 
petits  nombres ,  il  s'enfuit  qu'il  n'y  en  a 
point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette 
conclufion  fe  confirme  par  celle  que  fournit 
le  fécond  cas  &  qui  efl  la  même  ,  comme 
on  va  voir. 

X.)  Second  cas.  Suppofons  à  préfent  que 
p  foit  divifible  par  3  ,  &  que  q  ne  le  foit 
pas  ,  &  faifons  pz^z^r^  notre  formule  de- 
viendra^. (9/-/-+ 3^^)  ,  ou^r(3r/--f^^),- 
&  ces  deux  fafteurs  font  premiers  entr'eux , 
vu  que  3''/'4~^^  ^'^^  divifible  ni  par  2  ni 
par  3  ,  &  que  r  doit  être  pair  auiîî  bien 
que  p  j  c'ell  pourquoi  chacun  de  ces  deux 
facteurs  doit  être  un  cube  en  particulier. 
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XL)  Or  en  transformant  le  fécond  fac- 
teur 3/'^-j-^^  ou  qq~\-'^rr,  nous  trouvons 
de  la  même  manière  que  ci-deiTus  ^=:=r 
(n  —  ^uu)  &  r=^u(n  —  uu)  i  &  il  faut 
remarquer  que  puifque  q  étoit  impair  ,  t 
doit  être  ici  pareillement  un  nombre  impair, 
&  que  u  doit  être  pair. 

XII.)  Mais  il  faut  auffi  que  —  foit  un  cube  ; 
ou  en  multipliant  par  le  cube  — ,  que  ^  ou 
iu{u — uu)z^iu{t-^u){t — u) ,  foit  un  cube; 
&  comme  ces  trois  facleurs  font  des  nom- 
bres premiers  entr'eux ,  il  faut  que  chacun 
par  lui-même  foit  un  cube.  Suppofons  donc 
t-^uzzzzp  &  t — w~g' ,  il  s'enfuivra  iu^=zp 
— g' ^  c'eft-à-dire  que  fi  lu  étoit  un  cube, 
p — g>  feroit  un  cube.  On  auroit  par  con- 
féquent  deux  cubes  /^  &  g'  beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers  ,  dont  la  différence 
feroit  un  cube,  &  par -là  même  on  con- 
noîtroit  aufîi  deux  cubes  dont  la  fomme 
feroit  un  cube ,  puifqu'on  n'auroit  qu'à  faire 
p — ^'=^''  pour  avoir  p=zh^>-\-g'^ ,  ou  un 
cube  égal  à  la  fomme  de  deux  cubes.  Voilà 
donc  la  conclufion  précédente  pleinement 
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Confirmée;  c'eft-à-dire  qu'on  ne  peut  af- 
figner  même  par  les  plus  grands  nombres 
deux  cubes  tels ,  que  leur  fomme  ou  leur 
différence  foit  un  cube ,  &  cela  par  la  raifon 
qu'on  ne  rencontre  point  de  cubes  de  cette 
cfpece  dans  les  plus  petits  nombres. 

244. 

Puis  donc  qu'il  eft  impoflible  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  fomme  ou  la  différence 
foit  un  cube ,  notre  première  queftion  tombe 
d'elle-même;  auffî  a-t-on  coutume  plutôt 
de  commencer  dans  cette  matière  par  la 
queflion  de  déterminer  trois  cubes ,  dont 
la  fomme  faffe  un  cube  ;  mais  en  fuppofant 
que  deux  de  ces  cubes  foient  arbitraires, 
de  forte  qu'il  ne  s'agît  que  de  trouver  le 
troifieme  ;  ainfi  nous  pafferons  immédia- 
tement à  cette  queflion. 

245. 

Queflion  deuxième.  Deux  cubes  a?  &  b^' 
étant  donnés  ,  on  demande  un"  troifieme 
cube ,  tel  que  ces  trois  cubes  ajoutés  en- 
femble  faffent  un  cube. 
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Il  s'agit  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule a'-^b^'-Y^^'  i  cela  ne  peut  fe  faire  à 
moins  qu'on  ne  connoifTe  d'avance  un  cas 
fatisfaifant  ;  mais  un  cas  de  cette  efpece  fe 
préfente  aufîi-tôt ,  c'eft  celui  de  x= — a  ; 
qu'on  falTe  donc  xzzzzy — a ,  on  aura  x^^iry' 
— )^yy~\~3^yy — ^'^  ^'^^  P^^^  conféquent 
la  formule  y' — 3^JCX-[-3^^JK~i~^'  4"i  ^^^*^ 
devenir  un  cube  ;  or  le  premier  &  le  der- 
nier terme  étant  ici  des  cubes ,  on  trouve 
auiïi-tôt  deux  folutions. 

I.)  La  première  demande  qu'on  fafle  la 
racine  de  la  formule  ^=y-^h ,  dont  le  cube 
q{\.  y'-\- ^byy -\- -i^bby -\- b'' i  on  a  de  cette 
manière  — 'i^ay-^'i,aa:=^'^by-^T^bb ^  &  par 
conféquent  y^"-^^  —a—b^  mais  x  —  —  b; 
de  forte  que  cette  folution  ne  nous  ell 
d'aucun  ufage. 

II.)  Mais  on  peut  aulTi  prendre  pour  ra- 
cine b-\-fy  9  «iont  le  cube  ^i^  f  y'-\-}^ffyy 

-^-^bbfy-^-b^' ,  S:  déterminer /de  façon 
qu'auffi  les  troifiemes  termes  fe  détruiiènt , 
favoir  en  faifant  T,aa:z=.'^hbf^  ou /==^^  ; 
car  alors  on  parvient  à  l'équation  jy — 3a 

=^py 
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a 


y  I  3^' 


pliée  par /^%  devient  /^^y— 3a/^'^=:a^j^+3a^^', 
&  donne  j=^-l—i-^^j- 

=  ^^ ,   &  par   conféquent    x=:y  —  a 

iab^-\-a''  ib^-\-a'      . .    /.  ,        ^ 

^=:z —j ! — z=a,-, — ' — .  Amli  les  deux 

b'  —  a'  b^  —  a' 

cubes  a'  &  b^  étant  donnés ,  nous  connoif- 
fons  aufli  la  racine  du  troifieme  cube  cher- 
ché ;  &  fi  nous  voulons  que  cette  racine 
foit  pofitive  ,  nous  n'avons  qu'à  fuppofer 
le  cube  b^  plus  grand  que  l'autre  a^  :  faifons- 
en  l'application  à  quelques  exemples. 

I.)  Soient  i  &  8  les  deux  cubes  donnés, 
en  forte  que  a  =  i  &  ^r=:2  j  la  formule 
c)-j-a:'  deviendra  un  cube,  fi  a::=— j  car 

_  I  5  8000  /'ïO\^ 

on  aura  9-f  ^'  =  — =  (^-)\ 

II.)  Soient  les  cubes  donnés  8  &  27 , 
de  forte  que  azz=i  &  ^=3  ;  la  formule 
3  5-j-;k:'  fera  un  cube  dans  le  cas  de  x  =^- 

III.)  Que  27  &:  64  foient  les  cubes 
donnés,  c'eft-à-dire  que  ar::=3  &  ^^=4, 
Tome  II,  -    Z 
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la  formule  9i-|-jc^  deviendra  un  cube^  fî 
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Si  Ton  vouloit  déterminer  pour  deux 
cubes  donnés  d'autres  troifiemes  cubes  ,  il 

faudroit  pourfuivre  en  fubftituant  —, 

^  h'  —  a' 

^l  au  lieu  àe  x  y  dans  la  formule  à^-\-h^' 
-)-^;c';  car  on  parviendroit  par  ce  moyen 
à  une  formule  femblable  à  la  précédente , 
^  qui  fourniroit  enfuite  de  nouvelles  va- 
leurs de  { ,'  mais  on  voit  afîez  qu'on  s'en- 
gageroit  dans  des  calculs  très-prolixes. 

246. 

Il  fe  préfente  au  refte  dans  cette  quef- 
tion  un  cas  remarquable  ,  celui  où  les  deux 
cubes  donnés  font  égaux,  où  a^=.b ;  car 

dans  ce  cas  on  a  x^z^- — nni^oo  :  c'eil-àdire 

G 

qu'on  n'a  aucune  folution  ;  &  voilà  la  raifon 
pour  laquelle  on  n'a  pu  encore  réfoudre  le 
problème  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule 2.a)-\-x''\  Soit,  par  exemple  a^^i  , 
ou  que  cette  formule  foit  2-j--^' ,  on  trou- 
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Vera  que  quelques  formes  qu'on  lui  donne  , 
ce  fera  toujours  inutilement ,  &  qu'on  cher- 
chera en  vain  une  valeur  de  x  qui  faîisfafîeé 
On  conclut  de-là  avec  affez  de  certitude, 
qu'il  efl  impoffible  de  trouver  un  cube  égal 
à  la  fomme  d'un  cube  &  d'un  double  cube  , 
ou  bien  que  l'équation  2a^-[-,r^=:^y'  eil  im- 
poffible i  &■  comme  cette  équation  donne 
za}z:=^y^ — x%  il  feroit  impoilible  außi  de 
trouver  deux  cubes  dont  la  différence  fût 
égaie  au  double  d'un  autre  cube  ;  cette 
conféquence  s'étend  de  même  à  la  fomme 
de  deux  cubes  ;  &  tout  cela  va  être  porté 
jufqu'à  une  évidence  complette  par  la  dé- 
monftration  qui  fuit, 

247. 

Théorème.  Ni  la  fomme  ni  la  différence 
de  deux  cubes  ne  peut  devenir  égale  au 
double  d'un  autre  cube  j  cela  veut  dire  que 
la  formule  ;c'+y^.=2{^  eft  toujours  impof- 
fible ,  fi  ce  n'eft  dans  le  cas  évident  j)/:=i:x. 

On  peut  encore  ici  regarder  x  ^  y  com- 
me premiers  entr'eux  j  car  fi  ces  nombres 
avoient  un  divifeur  commun ,  il  faudroit 

Zij 
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que  ^  eût  le  même  divifeur ,  &  que  toute 
l'équation ,  par  conféquent ,  fut  divifible 
par  le  cube  de  ce  divifeur.  Cela  pofé ,  com- 
me ^'+^'  doit  être  un  nombre  pair,  il  faut 
que  les  nombres  x  dsi  y  foient  impairs  tous 
les  deux  ,  moyennant  quoi  tant  leur  fomme 
que  leur  différence  fera  paire.  Ainfi  faifons 
'^^zzp  &L~=z^  ^  nous  aurons  x=^p-\-q 
&  j^^p  —  q  ,  &  il  faudra  que  des  deux 
nombres  /?  &  ^  l'un  foit  pair  &  l'autre 
impair.  Or  de-là  il  fuit  x"^  -{-y' z=:  ip'>  •j-6pgq 

=  ip(pp-\-^qq),  &  x'—y'-=.6ppq^iq' 

zzzziq  (ypp-^qq)  ,  c'eft-à-dire  deux  for- 
mules tout- à- fait  femblables.  Par  conféquent 
il  fuffira  de  prouver  que  la  formule  ip{pp 
*"l~3^^)  "^  P^^^  devenir  le  double  d'un 
cube,  ou  que /?(/'/? -1-3^^)  ne  peut  être  un 
cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y 
prendrons  pour  cette  démonffration. 

I.)  Il  fe  préfente  de  nouveau  deux  cas 
différens  à  coniidérer  :  l'un  où  les  deux  fac- 
teurs/? &  'pp-\-'!,^^  n'ont  point  de  commun 
divifeur ,  &  doivent  être  un  cube  chacun 
féparément  ;  l'autre  ou  ces  faéleurs  ont  un 
divifeur  commun ,  lequel  divifeur  cepen- 
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dant  j  comme  nous  avons  vu ,  ne  peut  être 
autre  que  3. 

IL)  Premier  cas.  En  fuppofant  donc  que 
p  ne  foit  pas  divilible  par  3  ,  &  qu'ainfi  les 
deux  fafteurs  foient  premiers  entr'eux ,  nous 
réduirons  d'abord /»/»-l- 3  ^^  en  cube,  en 
faifant  pz=^t{tt — ^uu)  &  q=^'^u{tt — (^uii)  ; 
moyennant  cela  il  faudra  feulement  encore 
que  p  devienne  un  cube.  Or  t  n'étant  pas 
divifîble  par  3  ,  puifqu'autrement  p  feroit 
auffi  divifible  par  3  ,  les  deux  faâieurs  t  & 
tt — ^uu  font  premiers  entr'eux ,  &  par  con- 
féquent  il  faut  que  chacun  en  particulier 
foit  un  cube. 

lîï.)  Mais  le  dernier  fafteur  à  fon  tour 
a  deux  fa6leurs,  favoir  t-\-T,u  &  t — 3z/, 
qui  font  des  nombres  premiers  entr'eux , 
d'abord  parce  que  t  n'eft  pas  divifible  par  3, 
&  en  fécond  lieu,  parce  que  l'un  des  nom- 
bres r  &  «  eft  pair ,  tandis  que  l'autre  eft 
impair  ;  car  fî  ces  nombres  étoient  impairs 
tous  les  deux ,  il  faudroit  que  non-feulement 
Pi  mais  auffi  que  q  fût  impair ,  ce  qui  ne 
fe  peut  ;  donc  il  faut  que  chacun  de  ces 
deux  fa6leurs,  ^4~3"  ^  ^ — 3"  ^"  parti- 
culier foit  un  cube,  Z  iij 
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IV.)  Soit  donc  t-\-'i^u:=:p  8r  t — 32^=^% 
BOUS  aurons  it:=zp-\-'g\  Or  /  doit  être  un 
cube  que  nous  défignerons  par  A' ,  moyen- 
nant QUOI  il  faudroit  que/"H^^=  i^'  i  par 
conféquent  nous  aurions  deux  cubes  beau- 
coup moindres  ,  favoir  p  Se  g'^ ,  dont  la 
fomme  feroit  le  double  d'un  cube. 

V.)  Second  cas.  Suppofons  à  préfent  p 
divilible  par  3  ,  &  conféquemment  que  ^ 
ne  le  foit  pas. 

Si  nous  faifons  p=z^r^  notre  formule 
devient  '^r(<^rr-\-'^qcj)=zcfr(^rr-\~^(j) ,  & 
ces  faveurs  étant  maintenant  des  nombres 
premiers  entr'eux  ,  il  faut  que  l'un  &  l'autre 
fuient  un  cube. 

VI.)  Afm  donc  de  transformer  en  cube 
le  fécond  ,  ^<]-{~^^^j  ï^o^s  ferons  q=t 
(tt — ^uu)  &  r^^yi{tt  —  uu)  ^  &  il  faudra 
encore  que  l'un  des  nombres  t  8z  u  foit 
impair  &  l'autre  pair  ,  vu  qu'autrement  les 
deux  nombres  q  &  rferoient  pairs.  Or  nous 
obtenons  par-là  le  premier  facteur  ^r=2yu 
(//  —  im)  ;  &  comme  il  doit  être  un  cube, 
il  faut  aufîi  qu'en  le  divifant  par  27  ,  la  for- 
mule u(tt — uu)  ^  ou  u{t'\-u)(^t — w), 
(oit  un  cube. 
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VII.)  Mais  ces  trois  fafteurs  étant  pre- 
miers entr'eux  ,  il  faut  qu'ils  foient  tous  eux- 
mêmes  des  cubes.  Ainfi  fuppofons  pour  les 
deux  derniers  t-^u^=.p  &  / — uz::=:g\  nous 
aurons  iu=:p — g^  ^  mais  u  devant  être 
un  cube ,  nous  aurions  de  cette  manière , 
en  de  bien  plus  petits  nombres ,  deux  cubes 
dont  la  différence  feroit  égale  au  double 
d'un  autre  cube. 

VIII.)  Puis  donc  qu'on  ne  peut  affigner 
en  petits  nombres  des  cubes  tels  que  leur 
fomme  ou  leur  différence  foit  un  cube  dou- 
blé, il  efl:  clair  qu'il  n'y  a  point  de  cubes 
de  cette  efpece  ,  même  parmi  les  plus 
grands  nombres. 

IX.)  On  objeftera  peut-être  que  notre 
conclufion  pourroit  induire  en  erreur  ;  parce 
qu'il  exifte  dans  ces  moindres  nombres  un 
cas  fatisfaifant ,  favoir  celui  defz:=g.  Mais 
on  doit  confidérer  que  lorfque  f=g ,  on 
a  dans  le  premier  cas  t-\-'^u=t — 3z/,  Sc 
ainii  u=:o  ;  que  par  conféquent  aufll  q=:o  , 
&  que  comme  nous  avions  fuppofé  xz=:p-{-q 
&  y^=^p — q  ^  il  faudroit  que  les  deux  pre- 
miers cubes  x^'  Szy'  euffent  déjà  été  égaux 

Z  iv 
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l'un  &  l'autre ,  lequel  cas  a  été  exprefTément 
excepté.  De  même ,  dans  le  fécond  cas , 
fî/=^,  il  faut  que  t-^u:z^t  —  w,  &  pa- 
reillement i/=:^o  ;  donc  auffi  /•:=o  &  /7=o  ; 
donc  les  deux  premiers  cubes  x^  &  J'  de- 
viendroient  encore  égaux ,  de  quoi  il  n'efi: 
pas  queftion  dans  le  problème. 

248. 

Queßion  troißeme.  On  demande  en  gé- 
néral trois  cubes  ,  x\  y''  ^  :('  ^  dont  la 
fomme  foit  éo;ale  à  un  cube. 

Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  fup- 
pofer  deux  de  ces  cubes  connus ,  &  qu'on 
peut  déterminer  par-là  le  troideme,  pourvu 
qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  d'égaux  ;  mais  la 
méthode  précédente  ne  fournit  dans  chaque 
cas  qu'une  feule  valeur  pour  le  troifieme 
cube ,  &  il  feroit  difficile  d'en  déduire  de 
nouvelles. 

Nous  regarderons  donc  à  préfent  les  trois 
cubes  comme  inconnus  ;  &  afin  de  donner 
une  folution  générale ,  nous  ferons  ^^-f-^' 
-[-;^^=^v'y  nous  tranfpoferons  un  des  pre- 
miers pour  avoir  x^^y''=,v'' — ;[^y  &  voici 
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comment  nous  fatisferons  à  cette  équa- 
tion. 

I.)  Soit  x=p-^q  &  y=p — q  ,  nous 
aurons,  comme  nous  avons  vu,  x^'-^-y' 
=:ip(pp-\-^gq).  Soit  de  plus  r=r+/& 
:^  ==::/■ — f,  nous  autons  aufli  v'  —  ^^z=:if 
{ff-^-yr)  ;  donc  il  faut  que  2.p(pp-^}qq) 
=^f(ff^Vd ,  ou  p  (pp+^qq)=^f(ff+}rr). 

IL)  Nous  avons  vu  plus  haut  qu'un  nom- 
bre, tel  que/7^-|-3^^,  ne  peut  avoir  pour 
divifeurs  que  des  nombres  de  la  même  for- 
me. Puis  donc  que  ces  deux  formules  pp 
*\-'^qq  &  j(r~h3''^9  doivent  avoir  néceffai- 
rement  un  divifeur  commun ,  foit  ce  divi- 
feur  znzn-^-i^uu. 

III.)  Faifons  en  conféquence  pp-{-3qq 

=(#+35S-)("+3««)  &#+3r.=  (M 
-^^hk)(n~\^'^uu)  y  &  nous  aurons /7=/f 
•^^gu  &  q^^gi — faf  par  conféquent /»/j 

J^f/uu,  d'où  réfulte  pp+}qq=^(ff-\-}gg)i^ 
+  (3#+9^^)""9  ou  hien pp-{-^qq=z(ff 

IV.)  Nous  tirons  de  la  même  manière 
de  l'autre  formule, /:=:/^/  + 3 Aw  &  r:z:^kt 
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— hu;  d'où  réfulte  l'équation  (fi-^-'^gu) 
(tt-\-'^uu)  ,  qui ,  divifée  par  tt-\-^uu ,  donne 

ß(ff+m)+^^<ff+}gg)=H^^^+}f^^) 

^^ku(/i/i-{-^kk)  ,  ou  fi(ff-]-^gg^^ht(i/ik 
+^kk)=.^ku{hh+^kk)—^gu{ffJ^^gg), 

moyennant  quoi  ^=::^y;;"^^V7f#^^» 
V.)  ChafTons  encore  les  frayions ,  en 
faifant  "=/(//+ 35«-) -A(AA  +  }Â:^) , 
&  nous  aurons  t=z'^k(^kh-\-^kk)  —  3^ 
{ff-\~  3  ^^) ,  où  l'on  peut  donner  telles 
valeurs  qu'on  veut  aux  lettres /*,  g^  hdz  k. 
VI.)  Lors  donc  que  nous  aurons  déter- 
miné par  ces  quatre  nombres  les  valeurs 
de  f  &  de  w  ,  nous  aurons  I.)  p^=.ft-\-'t,gu  , 

ll,)q::=^gt—fu,  m,)f=:zht-\-l,ku,  IV.)  r 

:=:kt — hu  i  de-là  nous  parviendrons  en- 
fin à  la  folution  de  la  queftion ,  x=p-\-q , 
y=p—q,  l=^r—fd>L  v—r-\-J;  &  cette 
folution  eft  générale,  au  point  qu'elle  ren- 
ferme tous  les  cas  poffibles,  vu  que  dans 
tout  ce  calcul  on  n'a  admis  aucune  limi- 
tation arbitraire.  Tout  l'artifice  confiftoit 
à  rendre  notre  équation  divifible  par  tt 
^-^uuy  moyennant  qnoi  nous  avons  pu 
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déterminer  les  lettres  t  ^u  par  une  équa- 
tion du  premier  degré.  On  peut  faire  des 
applications  fans  nombre  de  nos  formules  : 
nous  en  donnerons  quelques  -  unes  pour 
exemples. 

I.)  Soit  ^^=0  &  h=:zi ,  on  aura  r= — 30- 

P——3fg(f/+  ^gg)  +^fg{ff-\-'>gg)~^g 
~— 3^.  &  q=—ifPr^gg)'+fi  ^e  plus 

fi^~^giff+^gg)^  ^  r-=-nff+3gg) 
-|-i  ',  par  conféquent 

""^—^g—iff+^ggy+fy 

a=—}g+(ff+}ggy—f^ 

{  =  (3.— /)(#+3.-.-)+M 
enfin    i/~  — (3^-)-/)  (^-f-3^a-)-f.i. 

Si  outre  cela  nous  fuppofons  /~ — i 
&  ^:=-}-i  ,  nous  aurons  x= — 20  ,  y 
.:=:i4,  {=17  &  rr=:  —  j ',  &  de-là  îé- 
fulte  l'équation  finale  —  20'  -[-  1 4^ -^  1 7^ 

==: J^   ou   I45-|-I7^-j-7'  =  20'. 

IL)  Soit/b^  2 ,  ^=1 ,  &  par  conféquent 
ff-\-  -^gg^^j  ;  de  plus  /z  =  o  &  Ä::=:^i  ;  ainfi 
;^;^-[-3  Â:A:=3  ;  on  aura  t=z—  1 2  &  u=  1 4  ; 
de  forte  que/':=::2r~|-3Kr=i8  ,  q^:^t — zu 
=  —"40?  r^r^— 12,  &/=:3i/^425 
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il  en  réfultera  xz=zp-\-q=:i — 22,jy=jp 

::=30  j  donc  — 2  2^-|-58'  —  54'=  30%  ou 
58^3==3o'-|-5  4^-|-2  2' ;  &  comme  toutes 
les  racines  font  divifibles  par  2 ,  on  aura 
au/Ti  29^=^:1 5 '-|-27'--)-i  1^ 

m.)  Soit/=:3  ,  g^^l  ,  Ärzri  &^r=i:l  ; 

en  forte  que^-[-3o^^=:i  2  ,  &  hh^'^kk 
=  4;  &  qu'ainfi  /:=::=— 24  &  z/=32  ,  ces 
deux  valeurs  font  divifibles  par  8  ;  &  com- 
me il  ne  s'agit  ici  que  de  leurs  rapports , 
nous  pouvons  faire  /;=r — 3  &  uz=zj^.  Nous 
obtenons  par-là /?==:: 3;-]- 3« r:=-}- 3  ,  q=.t 
—  3:/=— 1 5 ,  r=^t^u=z—j  &/=f-f  3ï^ 
=+9  ;  par  conféquent  ;c=: — 12  &"j/=i8  , 
^  =  — 16  &  r  =  2,  d'où  provient  — 12' 

-j-l85  — 16^:1^2%  ou  l8^=:=l6'  +  I2'-|-.2% 

ou  bien  auffi ,  en  divifant  par  le  cube  de  2 , 

IV.)  Suppofons  auflî  ^=0  Se  h  =  /i,  au 
moyen  de  quoi  nous  laifFons  /  &  h  indéter- 
minées. Nous  aurons  j5^-|- 3 ^^=:j5^"  &  h/i 
'\-'^kk^::zj^hk  y  ainfi  /=i  2/z'  &  u=f' — 4^'  y 

de   plus  /?=y/=:I2/A%    ^3=: /^+4/^S 

/•:=I2Â^-— A/54-4A^=:i6A^  — A/%  &/ 
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=  3^y^  ;  donc  enfin  x=:^p~\-q=z\6flv — -y^ 

—  4A/S  &  r==r+/=i6/^^+2/^/\  Si 
nous  faifons  maintenant  f=.hz^\  ,  nous 
avons  x=i  5  ,  y=^^  ,  7^^=^l^  ,  &  r=:ri8  , 
ou  bien,  en  divifant  tout  par  3  ,  :>r^:z:^ , 
y=^'i, ,  {^=4  &  ri=:6  5  de  façon  que  3'-j-4^ 
^y=^6\  La  progrefîion  de  ces  trois  ra- 
cines 3,4,5,  augmentant  de  l'unité ,  eft 
digne  d'attention  ;  c'efl  pourquoi  nous  re- 
chercherons s'il  y  en  a  encore  d'autres  de 
la  même  efpece. 

249. 

Queflion  quatrième.  On  demande  trois 
nombres  qui  forment  une  progreflion  arith- 
métique ,  dont  la  différence  foit  1 ,  &  qui 
foient  tels  que  leurs  cubes  ajoutés  enfemble 
reproduifent  un  cube. 

Soit  X  le  nombre  ou  le  terme  moyen, 
X — I  fera  le  plus  petit  &  x+i  le  plus  grand  j 
la  fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres 
eft  3;c^-|-6^=3x(xx-|-2),  &  elle  doit 
être  un  cube.  Il  nous  faut  ici  d'avance  un 
cas  où  cette  propriété  ait  lieu,  &  nous 
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trouvons  après  quelques  efîais  que  ce  cas 

Ainii  nous  pouvons ,  d'après  les  règles 
établies  plus  haut,  faire  x=:.j^-\-y ^  en  forte 
que  xx=:^i6-\-%y-\-yy  &  Ar'=:64-[-48y 
^i'2-yy-^y\  &  moyennant  quoi  notre 
formule  devient  2.iö-)-i5oy-[-36yjy-|-3j% 
oii  le  premier  terme  efl:  un  cube ,  mais  où 
le  dernier  ne  l'eft  pas. 

Suppofons  donc  la  racine  =z6-\-fy  ^  ou 
la  formule  =:^i\6-\-io%fy-\-i'èffyy-\-f^y\ 
&  faifons  évanouir  les  deux  féconds  termes , 
en  écrivant  150=108/',  ou/=:r^5  les 
autres  termes  ,  divifés  par  y  y  ,  donneront 

^^+^y^^Hf+Py=^  +  ^^j ^  ou 

l8^36  +  I8^3yr=:l8^25  =  +  25'J,  ou  i85 
.36  —  \%-,zÇ=:^i)^y — i8\3y,-    donc  y 

_i8\36  — i8\25^_i8\(i8.36-?50 
""*"      25'  —  3.18^  255  —  3.18'      ' 

c'eft-à-dire  ^^zl^^^l^,  &  par  con- 
féquent  x  =  ^^. 

Comme  on  pourroit  trouver  embarraf- 
fant  de  pourfuivre  cette  rédudion  en  cubes, 
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il  eft  bon  d'obferver  que  la  queftion  peut 
toujours  fe  réduire  à  des  quarrés.  En  effet , 
puifque  3  Ar(Arx+2)  doit  être  un  cube ,  qu'on 
fuppofe  cette  formule  =A:y ,  &  on  aura 
^xx-^-ô^^xxy'  ^   &  par  conféquent  xx 

r= =: T.  Or  le  numérateur 

de  cette  fraftion  étant  déjà  un  quarre  ,  nous 
n'avons  befoin  de  transformer  en  quarre 
que  le  dénominateur  6y'' — 1 8  ^  ce  qui  exige 
auffi  qu'on  ait  trouvé  un  cas.  Confidérons 
pour  cet  effet  que  1 8  eft  divifible  par  9 , 
mais  que  6  eft  feulement  divifible  par  3  , 
&  qu'ainßjy'  pourra  fe  divifer  par  3  ;  ff  nous 
faifons  donc  y=^l ,  notre  dénominateur 
deviendra  ==:=i62;[^  — 18  ,  ce  qui  étant  di- 
vifé  par  9  &  devenant  18;^'  —  2  ,  doit  en- 
core être  un  quarre  ;  or  c'eft  ce  qui  a  lieu 
évidemment  dans  le  cas  de  :^=:i.  Ainfînous 
ferons  ;^i=i-|-y  ,  &  il  faudra  que  1 6-\-^  4V 
^^4vv~\-iSv'=Cl  j  que  la  racine  en  foit 
4-f  — V,  dont  le  quarre  eff  i6-[- 54^-}-^' 
rv,  il  faudra  que  54~|-i8vr=^9;  ou  i8v 
=  —  W»  ^^  2v=  —  ^j  &  par  conféquent 
v= — —',  ce  qui  produit  ;[=ri-[-v=^^ 
&  après  cela  j=^. 
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Reprenons  à  préfent  le  dénominateur  6y^ 
—  iS:=:i6ii'  — 18=^:9(18;^^' — 2);  puifque 
la  racine  quarrée  du  fafteur  1 8{^  —  2  elt  4 
-j-^vin^J^^,  celle  du  dénominateur  total 
eft^^;  mais  la  racine  du  numérateur  eft  6; 

—  6 

donc  x:z=^i=^^^  valeur  tout- à- fait  dif- 
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férente  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment.  Il  s'enfuit  que  les  racines 
de  nos  trois  cubes  cherchés  font  L)x  —  i 

=:f;,  II.)  x-:i^,  III.)^+.=ll■^&la 

fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  fera 
un  cube  dont  la  racine  xyz^"^  ,~z='^, 

250. 

Nous  terminerons  ici  ce  traité  de  l'Ana- 
lyfe  indéterminée ,  ayant  eu  fuffifamment 
occafion  dans  les  queftions  que  nous  avons 
réfolues  ,  d'expHquer  les  principaux  arti- 
fices qu'on  a  imaginés  jufqu'à  préfent  dans 
cette  partie  de  l'Analyfe. 

Fin  des  Elémcns  d'Algèbre, 

Additions. 
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Z^!^  «vjÄC^  «^J<^^  «^J?(  "^  «"--^W-^  «^JW^-^  ••^-^«■--^  "^-W-^  rüf^ 

(1^^         4.  «>  ♦  ♦  -»■  ♦  ♦  ♦  ♦4M 

Il  '  4.  ^  ♦  *  ♦  *  *  *  "  t-^  Jt 

Vk '-V  :t^^^~\*  v,^.^"N**>^,^^^s*  »>^.J^:~s*  *yj^;-s*  o^^tfTN»  »•-,ii;-XÄ  «^^^i^vi  *^^,^^r^\»  i^Y 

AVERTISSEMENT. 

J«jES  Géomètres  du  fiecle  pafie  fe 
font  beaucoup  occupés  de  FAnalyfe 
indéterminée  ,  qu'on  appelle  vulgai- 
rement Analyfe  de  Dwphante  ;  mais 
il  n'y  a  proprement  que  Meffieurs 
Backet  &  Fermât  qui  aient  ajouté 
quelque  chofe  à  ce  que  Diophante 
lui-même  nous  a  laiffé  fur  cette  ma- 
tière. 

On  doit  fur-tout  au  premier  une 
Méthode  complette  pour  réfoudre  en 
nombres  entiers  tous  les  problèmes 
indéterminés  du  premier  degré  \cl\ ; 

[a]  Voyez  plus  bas  le  paragraphe  III.  Au  refte  je 
ne  parle  point  ici  de  fon  Commentaire  fur  Diophante , 
parce  que  cet  Ouvrage  ,  excellent  dans  fon  genre  ,  ne 
renferme  à  proprement  parler  aucune  découverte. 

Aa  ij 
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le  fécond  eft  FAuteur  de  quelques 
Méthodes  pour  la  réfolution  des 
équations  indéterminées  qui  paffent 
le  fécond  degré  [Z^]  ;  de  la  Méthode 
finguliere  ,  par  laquelle  on  démontre 
qu'il  eft  impoflible  que  la  fomme  ou 
la  différence  de  deux  carrés- carrés , 
puifle  jamais  être  un  carré  \c\  ;  de 
la  folution  d'un  grand  nombre  de 
problèmes  très  -  difficiles  &  de  plu- 
sieurs beaux  théorèmes  fur  les  nom- 
bres entiers ,  qu'il  a  laiffés  fans  dé- 
monflration ,  mais  dont  la  plupart 

\h\  Ce  font  celles  qui  font  expofées  dans  les  cha- 
pitres 8  ,  9  &  lo  du  Traité  précédent.  Le  P.  Bïllï  les 
a  recueillies  dans  différens  écrits  de  M.  Fermât ,  &  les 
a  publiées  à  la  tête  de  la  nouvelle  édition  de  Diophante  , 
donnée  par  M.  Fermât  le  fils. 

[c]  Cette  méthode  eft  détaillée  dans  le  chapit.  13  du 
Traité  précédent  ;  on  en  trouve  les  principes  dans  la 
Remarque  de  M.  Fermât,  qui  eft  après  la  Queftion  xxvi 
du  Livre  vi  de  Diophante>, 
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ont  été  enfuite  démontrés  par  M*". 
Euler  dans  les  Commentaires  de  Pé- 
tersbourg  \d^. 

Cette  branche  de  FAnalyfe  a  été 
prefque  abandonnée  dans  ce  lîecle  ; 
&  fî  on  en  excepte  M"".  Euler  ^  je 
ne  connois  perfonne  qui  s'y  foit  ap- 
pliqué ;  mais  les  belles  &  nombreufes 
découvertes  que  ce  grand  Géomètre 
y  a  faites ,  nous  ont  bien  dédomm^agé 
de  l'efpece  d'indifférence  que  les  au- 
tres Géomètres  paroiffent  avoir  eue 
jufqu'ici  pour  ces  fortes  de  recher- 

[(/]  Les  problèmes  &  les  théorèmes  dont  nous  parlons , 
font  répandus  dans  les  Remarques  dé  M.  Fermât  fur  les 
Queftions  de  Dïophante,  &  dans  fes  Lettres  imprimées 
dans  les  Opera  MatAematica ,  &c.  &  dans  le  fécond  vo- 
lume des  Œuvres  de  fF'allis. 

On  trouvera  auffx  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin  ,  pour  les  années  1770  &  fuiv.  les  démonftra- 
tions  de  quelques  théorèmes  de  cet  Auteur,,  qui  n'avoient 
pas  encore  été  démontrés. 

A  a  iij 
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ches.  Les  Commentaires  de  Pëters- 
bourg  font  pleins  des  travaux  de  M^ 
Eitler  dans  ce  genre  ,  &  l'Ouvrage 
qu'il  vient  de  donner  eil:  un  nouveau 
fervice  qu'il  rend  aux  Amateurs  de 
l'Analyfe  de  Diophante,  On  n'avoit 
point  encore  d'Ouvrage  où  cette 
fcience  fût  traitée  d'une  manière  mé- 
thodique ,  &  qui  renfermât  &  ex- 
pliquât clairement  les  .principales 
règles  connues  jufqu'ici  pour  la  fo- 
lution  des  problèmes  indéterminés. 
Le  Traité  précédent  réunit  ce  double 
avantage  :  mais  oour  le  rendre  encore 
plus  complet ,  j'ai  cru  devoir  y  faire 
plufieurs  additions  dont  je  vais  ren- 
dre compte  en  peu  de  mots. 

La  théorie  des  fraâions  continues 
efl:  une  des  plus  utiles  de  l'Arithmé- 
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tique  ,  où  elle  fert  à  rëfoudre  avec 
facilité  des  problèmes  qui ,  fans  fon 
fecours ,  feroient  prefqu'intraitables  ; 
mais  elle  eft  d'un  plus  grand  ufage 
encore  dans  la  folution  des  problèmes 
indéterminés ,  lorfqu'on  ne  demande 
que  des  nombres  entiers.  Cette  raifon 
m'a  engagé  à  expofer  cette  théorie 
avec  toute  l'étendue  néceffaire  pour 
la  faire  bien  entendre  ;  comme  elle 
manque  dans  les  principaux  Ouvra- 
ges d'Arithmétique  &  d'Algèbre, 
elle  doit  être  peu  connue  des  Géo- 
mètres ;  je  ferai  fatisfait ,  fi  je  puis 
contribuer  à  la  leur  rendre  un  peu 
plus  familière.  A  la  fuite  de  cette 
théorie  qui  occupe  le  §.  i  ,  vien- 
nent difFérens  problèmes  curieux  & 

entièrement  nouveaux  ,  qui  dépen- 

Aa  iv 


37^  AVERTISSEMENT. 
dent  à  la  vérité  de  la  même  théorie ,; 
mais  que  j'ai  cru  devoir  traiter  d'une 
manière  direâe  ,  pour  en  rendre  la 
fol ution  plus  intéreflante  ;  on  y  re- 
marquera principalement  une  mé- 
thode; très- fîmple  &  très- facile  pour 
réduire  en  frafiions  continues  les  ra- 
cines des  équations  du  fécond  degré  , 
&  une  démonilration  rigoureufe  que 
ces  fraâions  doivent  toujours  être 
néceiîairement  périodiques. 

Les  autres  Additions  concernent 
far- tout  la  réfolution  des  équations 
indéterminées  du  premier  &  du  fé- 
cond degré  ;  je  donne  pour  celles-ci 
des  méthodes  générales  &  nouvelles, 
tant  pour  le  cas  où  l'on  ne  demande 
qu  e  des  nombres  rationnels ,  que  pour 
celui  où  Ton  exige  que  les  nombres 
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cherchés  foient  entiers  ;  &  je  traite 
d'ailleurs  quelques  autres  matières 
importantes  &  relatives  au  même 
objet. 

Enfin  le  dernier  paragraphe  ren- 
ferme des  recherches  fur  les  fonöions 
qui  ont  la  propriété ,  que  le  produit 
de  deux  ou  de  plufieurs  fonûions 
femblables  ,  eft  aulîi  une  fonction 
femblable  ;  j'y  donne  une  méthode 
générale  pour  trouver  ces  fortes  de 
fonûions  ,  &  j'en  fais  voir  l'ufage 
pour  la  réfolution  de  difFérens  pro- 
blèmes indéterminés ,  fur  lefquels  les 
méthodes  connues  n'auroient  aucune 
prife. 

Tels  font  les  principaux  objets  de 
ces  Additions ,  auxquelles  j'aurois  pu 
donner  beaucoup  plus  d'étendue,  fi 
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je  n'a  vois  craint  de  pajffer  de  juftes 
bornes  ;  je  fouhaite  que  les  matières 
que  j'y  ai  traitées  puiffent  mériter 
l'attention  des  Géomètres ,  &  réveil- 
ler leur  goût  pour  une  partie  de 
r Analyfe ,  qui  me  paroît  très-digne 
d'exercer  leur  fagacité. 
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PARAGRAPHE  PREMIER. 

££5  FRACTIONS  CONTINUES, 


I. 


c 


OMME  la  théorie  des  Fra6lions 
continues  manque  dans  les  livres 
ordinaires  d'Arithmétique  &  d'Algèbre,  & 
que  par  cette  raifon  elle  doit  être  peu 
connue  des  Géomètres ,  nous  croyons  de- 
voir commencer  ces  Additions  par  une  ex- 
poiîtion  abrégée  de  cette  théorie,  dont  nous 
aurons  fouvent  lieu  de  faire  l'application 
dans  la  fuite. 

On  appelle  en  générdl  fraction  continue 
toute  expreilioii  de  cette  forme. 
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h 

où  les  quantités  =*,  ^,  >,^,  6'c.  &  /^,  c,  û^, 
6"c.  font  des  nombres  entiers  pofitifs  ou  né- 
gatifs ;  mais  nous  ne  confidérerons  ici  que 
les  fraftions  continues ,  où  les  numérateurs 
^,  c,  d,  &c.  font  égaux  à  l'unité,  c'eil- 

à-dire  celles  qui  font  de  la  forme 
I 

■ß+-       l 

et,  ß,  y,  &c.  étant  d'ailleurs  des  nombres 
quelconques  entiers  pofitifs  ou  négatifs  ;  car 
celles-ci  font,  à  proprement  parler,  les 
feules  qui  foient  d'un  grand  ufage  dans 
l'Anaiyfe ,  les  autres  n'étant  prefque  que 
de  pure  curiofité. 

2.  Milord  Brouncker  eu ,  je  crois ,  le 
premier  qui  ait  imaginé  les  fra61:ions  con- 
tinues ;  on  connoît  celle  qu'il  a  trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  carré  circonf- 

crit ,  à  l'aire  du  cercle ,  &  qui  eft 
I 

Z   +,    O'C, 
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Mais  on  ignore  le  chemin  qui  l'y  a  conduit. 
On  trouve  leulement  dans  X Anthmetïca  in- 
finitorum  quelques  recherches  fur  ce  fujet, 
dans  lefquelles  Wallis  démoncre  d'une  ma- 
nière allez  indirefte ,  quoique  fort  ingé- 
nieufe ,  l'identité  de  i'expreffion  de  Brounc- 
ker  avec  la  fienne,  qui  efl: ,  comme  l'on 

fait ,  — ^^I—  ;  il  y  donne  aufli  la  méthode 
'  2.4.4.6.6...  '      j 

de  réduire  en  général  toutes  fortes  de  frac- 
tions continues  à  des  fra6lions  ordinaires. 
Au  refte  il  ne  paroît  pas  que  l'un  ou  l'autre 
de  ces  deux  grands  Géomètres  ait  connu 
les  principales  propriétés  &  les  avantages 
Singuliers  des  fraflions  continues  ;  nous 
verrons  ci-après  que  la  découverte  en  eft 
principalement  due  à  Huyghens. 

3.  Les  fraftions  continues  fe  préfentent 
naturellement  toutes  les  fois  qu'il  s'agit 
d'exprimer  en  nombres  des  quantités  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles.  En  effet ,  fup- 
pofons  qu'on  ait  à  évaluer  une  quantité  quel- 
conque donnée  a ,  qui  ne  foit  pas  expri- 
mable par  un  nombre  entier  ;  la  voie  la 
plus  limple  ed  de  commencer  par  chercher 
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le  nombre  entier  qui  fera  le  plus  proche  de 
la  valeur  de  ^z ,  &  qui  n'en  différera  que 
par  une  fraftion  moindre  que  l'unité.  Soit 
ce  nombre  «t,  &  l'on  aura  a  —  a  égal  à  une 
fra6}ion  plus  petite  que  l'unité  ;  de  forte 
que  ~  fera  au  contraire  un  nombre  plus 
grand  que  l'unité  ;  foit  donc  ^  :==  ^  ,  & 
comme  b  doit  être  un  nombre  plus  grand 
que  l'unité,  on  pourra  chercher  de  même 
le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus 
de  la  valeur  de  /^  ;  &  ce  nombre  étant 
nommé  9>^  on  aura  de  nouveau  h  —  9>  égal 
à  une  fraftion  plus  petite  que  l'unité ,  & 
par  conféquent^  fera  égal  à  une  quantité 
plus  grande  que  l'unité,  qu'on  pourra  dé- 
figner  par  c  ;  ainfî ,  pour  évaluer  c ,  il  n'y 
aura  qu'à  chercher  pareillement  le  nombre 
entier  le  plus  proche  de  c  ,  lequel  étant 
détigné  par  >,  on  aura  c — y  égal  à  une 
quantité  plus  petite  que  l'unité ,  &  par  con- 
féquent  -^  fera  égal  à  une  quantité  d  plus 
grande  que  l'unité ,  &  ainii  de  fuite.  Par 
ce  moyen  il  efb  clair  qu'on  doit  épuifer 
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peu  à  peu  la  valeur  de  a  ,  &  cela  de  la 
manière  la  plus  (impie  &  la  plus  prompte 
qu'il  eft  pofiible ,  puifqu'on  n'emploie  que 
des  nombres  entiers  dont  chacun  approche, 
autant  qu'il  eil  pofiible ,  de  la  valeur  cher- 
chée. 

Maintenant,  puifque^  =  ^,  on  aura  a 
' — *=|-,  &  a=:ct^l'^  de  même,  à  caufe 
de^=:c,  on  aura  l>=ß-\-j',  &,  à  caufe 
de^=£/,  on  aura  pareillement  c=>-f- j, 
&  ainfi  de  fuite  ;  de  forte  qu'en  fubftituant 
fuccefiîvement  ces  valeurs ,  on  aura    . 

I 


=  *  +  ^+:î 


&  en  général 


'■^h 


^=*  +  U' 


Il  eil  bon  de  remarquer  ici  que  les  nom- 
bres «>  ß,  y,  &c.  quirepréfentent,  comme 
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nous  venons  de  le  voir ,  les  valeurs  entières 
approchées  des  quantités  a^b^  c,  &c.  peu- 
vent être  pris  chacun  de  deux  manières 
différentes ,  puifqu'on  peut  prendre  égale- 
ment pour  la  valeur  entière  approchée  d'une 
quantité  donnée ,  l'un  ou  l'autre  des  deux 
nombres  entiers ,  entre  lefquels  fe  trouve 
cette  quantité;  il  y  a  cependant  une  dif- 
férence efTentielle  entre  ces  deux  manières 
de  prendre  les  valeurs  approchées  par  rap- 
port à  la  fradion  continue  qui  en  réfulte  ; 
car  fi  on  prend  toujours  les  valeurs  appro- 
chées plus  petites  que  les  véritables ,  les 
dénominateurs  /3,  •>.,  tT,  &c.  feront  tous  po- 
fitifs  ;  au  lieu  qu'ils  feront  tous  négatifs, 
fi  on  prend  les  valeurs  approchées  toutes 
plus  grandes  que  les  véritables  ^  &  ils  feront 
en  partie  pofîtifs  &  en  partie  négatifs ,  fi 
les  valeurs  approchées  font  prifes  tantôt  trop 
petites  &  tantôt  trop  grandes. 

En  effet ^  {\  a.  e{\:  plus  petit  que  a^  a  —  « 
fera  une  quantité  pofitive  ;  donc  b  fera  po- 
fitive ,  &  i3  le  fera  aufîi  ;  au  contraire  a 
—  <*  fera  négative ,  fi  a  efl  plus  grand  que  a  ; 

donc 
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donc  h  fera  négative,  &  /§  le  fera  aufli.  De 
même  fi  /S  eft  plus  petit  que  b^b — /2  fera 
toujours  une  quantité  pofitive  j  donc  c  le 
fera  aufli ,  &  par  conféquent  aufli  y  ;  mais  fi 
9>  eft  plus  grand  que  b ,  h—9>  fera  une  quantité 
négative  ;  de  forte  que  c,  &  par  conféquent 
aufli 7,  feront  négatifs,  &  ainfi  de  fuite. 

Au  refte  ,  lorfqu'il  s'agit  de  quantités  né- 
gatives ,  j'entends  par  quantités  plus  petites 
celles  qui ,  prifes  pofitivemênt ,  feroient 
plus  grandes  j  nous  aurons  cependant  quel- 
quefois dans  la  fuite  occafion  de  comparer 
entr'elles  des  quantités  purement  par  rap- 
port à  leur  grandeur  abfolue  5  mais  nous 
aurons  foin  d'avertir  alors  qu'il  faudra  faire 
abftraftion  des  fignes. 

Je  dois  remarquer  encore  que  fi  ,  parmi 
les  quantités  b ,  c^  d^  &c,  il  s'en  trouve  une 
qui  foit  égale  à  un  nombre  entier ,  alors 
la  fraftion  continue  fera  terminée  y  parce 
qu'on  pourra  y  conferver  cette  quantité 
même  ;  par  exemple ,  fi  c  eft  un  nombre 
entier,  la  fraftion  continue  qui  donne  la 
valeur  de  a ,  fera 

Tome  //.  B  b 
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B^i  :,  "='+1  +  1 

C  . 


^■'  En  effet ,  il  eft  clair  qu'il  faudroit  prendre 
y==c ,  ce  qui  donneroit  d:=:-^z=z.~=^<x> , 

A  c-y  o  ' 

&  par  conféquent  ^^z=^  00  ;  de  forte  que  l'on 
auroit 


1 

les  termes  fuivans  évanouifTant  vis-à-vis  de 
la  quantité  infinie  00  j  or  j^:=:=o  j  donc  on 
aura  fimplement 

c. 

Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la 
quantité  a  fera  commenfurable ,  c'efl-à- 
dire  qu'elle  fera  exprimée  par  une  fraction 
rationnelle  ;  mais  lorfque  a  fera  une  quan- 
tité irrationnelle  ou  tianfcendante ,  alors 
la  fra61:ion  continue  ira  néceflairement  à 
ilnfini. 

4.  Suppofons  que  la  quantité  a  foit  une 
fraftion  ordinaire^,  A^B  étant  des  nom- 
bres entiers  donnés  j  il  efl  d'abord  évident 
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que  le  nombre  entier  «  qui  approchera  le 
plus  de^,  fera  le  qugtient  de  la  divilion 
de  A  par  B ,-  ainii  fuppofant  la  dividoii 
faite  à  la  manière  ordinaire ,  &  nommant 
«  le  quotient  &  C  le  refte  ,  on  aura^  —  * 
=  ^i  donc  h^=:.^i  pour  avoir  de  même 
la  valeur  entière  approchée^  de  la  frac- 
tion^, il  n'y  aura  qu'à  divifer  B  par  C, 
&  prendre  pour  ß  le  quotient  de  cette  di- 
vifion;  alors  nommant  D  le  refte,  on  aura 
b — ß^=^-c  ,  &  par  conféquent  cz=2,;  on 
continuera  donc  à  divifer  C  par  D ,  &  le 
quotient  fera  la  valeur  du  nombre  y,  & 
ain(î  de  fuite  ;  d'où  réfulte  cette  regle  fort 
fîmple  pour  réduire  les  fractions  ordinaires 
en  fraélions  continues. 

Divife:^  d'abord  le  numérateur  de  la  frac- 
tion propofée  par  Jon  dénominateur  ^  &  nom- 
me^ le  quotient  a.  y  divife:^  enfuiie  le  déno- 
minateur par  le  refle ,  &  nomme:^  le  quotient  ß; 
divife^  après  cela  le  premier  refle  par  le  fé- 
cond refle  ,  (S*  foit  le  quotient  y  ;  continue^ 
ainfien  divijant  toujours  C  avant-dernier  re  ßc 

Bb  ij 
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par  le  dernier  ^  jufquà  ce  qu'on  parvienne 
à  une  divifion  qui  je  fajfe  fans  refle  ,  ce  qui 
doit  née  ejfa  ire  ment  arriver,  puifque  les  reßes 
font  tous  des  nombres  entiers  qui  vont  en 
diminuant ,  vous  aure^  la  fraction  continue 

>  +  7+,  &c. 
qui  fera  égale  à  la  fraction  donnée, 

5.  Soit  propofé  de  réduire  en  fra£lion 
continue  la  fradion^';  on  divifera  donc 
II 03  par  887,  on  aura  le  quotient  i  & 
le  refte  216  j  on  divifera  887  par  zi6 ,  on 
aura  le  quotient  4  &  le  reile  23  ;  on  di- 
vifera 216  par  23  ,  ce  qui  donnera  le  quo- 
tient 9  &  le  refle  9  ;  on  divifera  encore  25 
par  9 ,  on  aura  le  quotient  2  &  le  refte  5  ;  on 
divifera  9  par  5 ,  on  aura  le  quotient  i  &  le 
refte  4  j  on  divifera  5  par  4 ,  on  aura  le  quo- 
tient I  &  le  refte  i  ;  enfin ,  divifant  4  par  i , 
on  aura  le  quotient  4  &  le  refte  nul ,  de  forte 
que  l'opération  fera  terminée.  Rafîemblant 
donc  par  ordre  tous  les  quotiens  trouvés ,  on 
aura  cette  férié  1,4,9,2,1,1,4,  d'où 
l'on  formera  la  fraction  continue 
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9+I+i      I 

6.  Comme  dans  la  manière  ordinaire  de 
faire  les  divifions ,  on  prend  toujours  pour 
quotient  le  nombre  entier  qui  eft  égal  ou 
moindre  que  la  fra6lion  propofée,  il  s'enfuit 
que  par  la  méthode  précédente  on  n'aura 
que  des  fraélions  continues ,  dont  tous  les 
dénominateurs  feront  des  nombres  poiitifs. 

Or  on  peut  aufli  prendre  pour  quotient 
le  nombre  entier ,  qui  eil  immédiatement 
plus  grand  que  la  valeur  de  la  fraftion, 
lorfque  cette  fraftion  n^eft  pas  rédu61:ible 
à  un  nombre  entier ,  &  pour  cela  il  n'y  a 
qu'à  augmenter  d'une  unité  la  valeur  du 
quotient  trouvé  à  la  manière  ordinaire  ; 
alors  le  refle  fera  négatif,  &  le  quotient 
fuivant  fera  néceffairement  négatif.  Ainfî 
on  pourra  à  volonté  rendre  les  termes  de 
la  fraftion  continue  pofîtifs  ou  négatifs. 

Dans  l'exemple  précédent ,  au  lieu  de 
prendre  i  pour  le  quotient  de  1103  divifé 

Bb  iij 
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par  887 ,  je  puis  prendre  2  ;  mais  j'aurai  le 
relie  négatif  — 671  ,  par  lequel  il  faudra 
iTiaintenant  divifer  887  ;  on  divifera  donc 
887  par  — 671  ,  &  Ton  aura  ou  le  quo- 
tient —  I  &  le  refte  216,  ou  le  quotient 
■ —  2  &  le  refle  —  455.  Prenons  le  quotient 
plus  grand  — i ,  &  alors  il  faudra  divifer 
le  reile  — 671  par  le  refte  i\6  ,  d'où  l'on 
aura  ou  le  quotient  —  3  &  le  refte  — ^  23  , 
ou  le  quotient  — 4  &  le  refte  i  93.  Je  con- 
tinue la  divifion  en  adoptant  le  quotient  plus 
grand  — 35  j'aurai  à  divifer  le  refte  216 
par  le  refte  — 23 ,  ce  qui  me  donnera  ou 
le  quotient  — 9  &  le  refte  9  ,  ou  le  quo- 
tient — 10  &  le  refte  — 14,  &  ainft  de 
fuite. 

De  cette  manière  on  aura 

oii  l'on  voit  que  tous  les  dénominateurs  font 
négatifs. 

7.  On  peut  au  refte  rendre  pofttif  chaque 
dénominateur  négatif,    en   changeant  le 
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iîgne  du  numérateur  j  mais  il  faut  alors, 
changer  aufîî  le  figne  du  numérateur  fui- 
vantj  car  il  eft  clair  qu'on  a 

H'-T—    ,1  =i" I 

— ^4"-         ^  V 

Enfuite  on  pourra ,  fi  l'on  veut ,  faire 
difparoître  tous  les  (îgnes  —  de  la  fra6lion 
continue ,  &  la  réduire  à  une  autre  ,  où 
tous  les  termes  foient  pontifs  \  car  on  a  en 
général 


f  — 1+,  &c.  .V 
comme  on  peut  s'en  convaincre  aifémenti 
en  réduifant  ces  deux  quantités  en  frayions 
ordinaires. 

On  pourroit  auiïï  par_un  moyen  fem- 
blable  introduire  des  termes  négatifs  à  la 
place  des  poiitifs ,  car  on  a 

v  +,  G'C.  I  -j- 


D'où  Ton  voit  que  par  ces  fortes  de  tranf- 
formations  on  peut  quelquefois  nmplifier 
une  fra6lion  continue ,  &  la  réduire  à  un 
moindre  nombre  de  termes;  ce  x^ui  aura 

Bb  iv 
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îieu  toutes  les  fois  qu'il  y  aura  des  déno- 
minateurs égaux  à  l'unité  pofitive  ou  né- 
gative. 

En  général  il  eft  clair  que  pour  avoir  la 
fraftion  continue  la  plus  convergente  qu'il 
eft  pofnble  vers  la  valeur  de  la  quantité 
donnée,  il  faut  toujours  prendre  pour  ^, 
/S,  ■>,  &c.  les  nombres  entiers  qui  appro- 
chent le  plus  des  quantités  a  ^  b  ^  c ,  &c.  foit 
qu'ils  foient  plus  petits  ou  plus  grands  que 
ces  quantités  ;  or  il  eil  facile  de  voir  que 
fi ,  par  exemple ,  on  ne  prend  pas  pour  * 
le  nombre  entier  qui  approche  le  plus ,  foit 
en  excès  ou  en  défaut ,  de  a  ^  le  nombre 
fuivant  ß  fera  néceffairement  égal  à  l'unité  \ 
en  effet  la  différence  entre  a  &  «  fera  alors 
plus  grande  que  \ ,  par  conféquent  on  aura 
b^^-^  plus  petit  que  2  ;  donc  ß  ne  pourra 
être  qu'égab  à  l'unité. 

Amfi  toutes  les  fois  que  dans  une  frac- 
tion continue  on  trouvera  des  dénomina- 
teurs égaux  à  l'unité,  ce  fera  une  marque 
que  Ton  n'a  pas  pris  les  dénominateurs  pré- 
cédens  aufii  approchans  qu'il  eft  poiîihle  \ 
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&:  que  par  conféquent  la  fra6lion  peut  fe 
fimplifier  en  augmentant  ou  en  diminuant 
ces  dénominateurs  d'une  unité ,  ce  qu'on 
pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes ,  fans  être  obligé  de  refaire  en  entier 
le  calcul. 

8.  La  méthode  de  l'art.  4  peut  fervir  aufîi 
à  réduire  en  fraftion  continue  toute  quan- 
tité irrationnelle  ou  tranfcendante ,  pourvu 
qu'elle  foit  auparavant  exprimée  en  déci- 
males 5  mais  comme  la  valeur  en  décimales 
ne  peut  être  qu'approchée ,  &  qu'en  aug- 
mentant d'une  unité  le  dernier  caraftere 
on  a  deux  limites  ,  entre  lefquelies  doit  fe 
trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  pro- 
pofée  ,  il  faudra  ,  pour  ne  pas  fortir  de  ces 
limites ,  faire  à  la  fois  le  même  calcul  fur 
les  deux  fractions  dont  il  s'agit,  &  n'ad- 
mettre enfuite  dans  la  fraftion  continue  que 
les  quotiens  qui  réfulteront  également  des 
deux  opérations. 

Soit ,  par  exemple  ,  propofé  d'exprimer 
par  une  fra8:ion  continue  le  rapport  de  la 
circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  eft, 
par  le  calcul  de  Viete,  3,141 5926535....  j 
de  forte  qu'on  aura  la  fraftion  i'^'^^^'^^^  ^ 


10000000000 


réduire  en  fraction  continue  par  la  méthode 

ci-defTus  ;  or  li  on  ne  prend  que  la  frac- 

ïio"  t££  »  o"  tj'ouve  les  quotiens  3,7,^5 

I  ,  &c,  &  ß  on  prenoit  la  fraélion  plus 

grande— —,  on  trouveroit  les  quotiens  x  , 
0  j 00000  '  i  j  * 

7,10,  &c,  de  forte  que  le  troifieme  quo- 
tient demeureroit  incertain  ;  d'où  l'on  voit 
que ,  pour ,  pouvoir  pouffer  feulement  la 
fraftion  continue  au-delà  de  trois  termes, 
il  faudra  nécelfairement  adopter  une  va- 
leur de  la  périférie  qui  ait  plus  de  fix  ca- 
raéleres. 

Or  fi  on  prend  la  valeur  donnée  par 
Ludolph  en  trente- cinq  cara8:eres  ,  &  qui 
ell  3,  i4»59?  2Ö5351  89793,  23846, 
26433,  83279,  50288  j  5c  qu'on  opère 
en  même  temps  fur  cette  fraction  &  fur  la 
même ,  en  y  augmentant  le  dernier  carac- 
tère 8  d'une  unité  ,  on  trouvera  <:ette  fuite 
de  quotiens  ,3,7,15,  i  ,  292  ,  i  ,  i  :, 
1,2,1,3,1,  14,  2,  ij  i>  ^?  ^7  ^y'^f 
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I  ,  84,  2,  I  ,  I  ,  15,  3,  13,  I  ,  4,  2> 
6 ,  6 ,  I  ;  de  forte  que  l'on  aura 

Périph.                I 
diamctr.        ^      n  A i 

i-\ ,1 

192  +  -       1 

'  "*■  7  +  &c. 

Comme  il  y  a  ici  des  dénominateurs 
égaux  à  l'unité  ,  on  pourra  (implifier  la 
fraftion ,  en  y  introduifant  des  termes  né- 
gatifs ,  par  les  formules  de  l'art.  7  ,  &  l'on 
trouvera 

Périph.  .    I 

j-     '     =3+-  ,    ' 

diamctr,        ^      7  -j — >  i 

'       16 I 

^      3 +,6«.. 
ou  bien 

Périph.  I 

j-      '      =3H —  ,    ' 

diamctr,  7  -I — -  1 

16+——    ,   1 

9.  Nous  avons  montré  ailleurs  comment 
on  peut  appliquer  la  théorie  des  fra£lions 
continues  à  la  réfolution  numérique  des 
équations,  pour  laquelle  on  n'avoit  encore 
que  des  méthodes  imparfaites  &  infuffi- 
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fantes.  (  Voye-^  les  Mémoires  de  ['Académie 
de  Berlin  pour  les  années  iy6y  &  iy68.^ 
Toute  la  difficulté  coniifte  à  pouvoir  trou- 
ver dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
entière  la  plus  approchée  ,  foit  en  excès 
ou  en  défaut  de  la  racine  cherchée  ,  &  c'efl 
fur  quoi  nous  avons  donné  les  premiers  des 
règles  fures  &  générales ,  par  lefquelles  on 
peut  non -feulement  reconnoître  combien 
de  racines  réelles  pofîtives  ou  négatives, 
égales  ou  inégales ,  contient  la  propofée, 
mais  encore  trouver  facilement  les  Umites 
de  chacune  de  ces  racines,  &  même  les 
limites  des  quantités  réelles  qui  compofent 
les  racines  imaginaires.  Suppofant  donc  que 
*t  foit  l'inconnue  de  Téquation  propofée  , 
on  cherchera  d'abord  le  nombre  entier  qui 
approchera  le  plus  de  la  racine  cherchée, 
&  nommant  ce  nombre  « ,  il  n'y  aura  qu'à 
faire,  comme  on  l'a  vu  dans  l'art.  3  ,  y^=^^ 
-j---  ;  (je  nomme  ici  >£ ,  j  ,  { ,  &c,  ce  que 
j'ai  dénoté  dans  l'art,  cité  par  a,  h  ,  c  ^  &c.) 
&  fubftituant  cette  valeur  à  la  place  de  y^ , 
on  aura,  après  avoir  fait  évanouir  les  frac- 
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tîons,  une  équation  du  même  degré  enj^, 
qui  devra  avoir  au  moins  une  racine  poü- 
tive  ou  négative  plus  grande  que  Tunité. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur 
entière  approchée  de  cette  racine ,  &  nom- 
mant cette  valeur  i3,  on  fera  enfuite  j=i3 
-j--,  ce  qui  donnera  de  même  une  équa- 
tion en  :[ ,  qui  aura  auffi  néceffairement  une 
racine  plus  grande  que  l'unité  ,  &  dont  on 
cherchera  pareillement  la  valeur  entière 
approchée  y^  &  ainfi  de  fuite.  De  cette 
manière  la  racine  cherchée  fe  trouvera  ex- 
primée par  la  fra6lion  continue 
I 

qui  fera  terminée  fi  la  racine  eft  commen- 
furable  ,  mais  qui  ira  néceffairement  à  l'in- 
fini ,  fi  elle  eft  incommenfurable. 

On  trouvera  dans  les  Mémoires  cités  tous 
les  principes  &  les  détails  néceffaires  pour 
fe  mettre  au  fait  de  cette  méthode  &  de 
fes  ufages ,  &  même  différens  moyens  pour 
abréger  fouvent  les  opérations  qu'elle  de- 
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mande  ;  nous  croyons  n'y  avoir  prefque 
rien  laifTé  à  défirer  fur  ce  fujet  fi  important. 

Au  refte ,  pour  ce  qui  regarde  les  racines 
des  équations  du  fécond  degré  ,  nous  don- 
nerons plus  bas ,  (  art.  33  &:  Tuiv.)  une  mé- 
thode particulière  &  très-fimple  pour  les 
convertir  en  fractions  continues. 

10.  Après  avoir  expliqué  la  génération 
des  fraftions  continues ,  nous  allons  en  mon- 
trer les  ufages  &  les  principales  propriétés. 

Il  eft  d'abord  évident  que  plus  on  prend 
de  termes  dans  une  fraftion  continue ,  plus 
on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur  de 
la  quantité  qu'on  a  exprimée  par  cette  frac- 
tion ;  de  forte  que  (i  on  s'arrête  fuccefîi- 
vement  à  chaque  terme  de  la  fra6lion ,  on 
aura  une  fuite  de  quantités  qui  feront  né- 
cefTairement  convergentes  vers  la  quantité 
propofée, 

Ainfi  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la 
fraftion  continue 
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on  aura  les  quantités 


I  I 


OU  bien ,  en  réduifant , 

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la 
valeur  de  a. 

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  & 
de  la  convergence  de  ces  quantités ,  nous 
remarquerons  que  par  les  formules  de  l'ar- 
ticle 3  on  a 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  «  eft  la  première 
valeur  approchée  de  a ,  qu'eniuite  Ci  on 
prend  la  valeur  exafte  de  a ,  qui  eft  ^-^  , 
&  qu'on  y  fubftitue  pour  l?  fa  valeur  ap- 
prochée ß ,  on  aura  cette  valeur  plus  ap- 
prochée '^-~-  ;  qu'on  aura  de  même  une 
troifieme  valeur  plus  approchée  de  a ,  en 
mettant  d'abord  pour  b  fa  valeur  exaéle 
"-^^  ce  qui  donne  a=^-^^%  &  prenant 
enfuite  pour  c  la  valeur  approchée  y;  par 
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ce  moyen  la  nouvelle  valeur  approchée 
de  a  fera 

fiy-¥\ 

continuant  le  même  raifonnement  ,  on 
pourra  approcher  davantage  ,  en  mettant , 
dans  l'expreffion  de  a  trouvée  ci-deffus, 
à  la  place  de  c  fa  valeur  exafte  ^-^' ,  ce  qui 
donnera 

&  prenant  enfuite  pour  d  fa  valeur  appro- 
chée ^  ',  de  forte  qu'on  aura  pour  la  qua- 
trième approximation  la  quantité 

(  (flt/S +1)7/ 4- a)  <r-i-*^j-I 
IJy  +1  )  l+ß 

&  ainfî  de  fuite. 

Delà  il  efl:  facile  de  voir  que  fi  par  le 
moyen  des  nombres  *  >  /3 ,  ^^ ,  cT,  &c.Qr\.  forme 
les  expreffions  fuivantes, 

^  — *  A':=:l 

C=zyB-\-A  C'  =  yB'+A' 

D^s-C+B      D'  =  ^C'\-B' 
£  =  fD+C       E'  —  ^D^-C 

&c.  &c, 

on 
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oiî  aura  cette  fuite  de  frayions  conver- 
gentes vers  la  quantité  a, 

:^'  :^'  "T"'  /j''  z^'  7^'  *^^^- 

Si  la  quantité  a  eil:  rationnelle  ,  &  re-* 

V 

préfentée  par  une  fraftion  quelconque  ^-^ , 

il  eil  évident  que  cette  fraftion  fera  tou* 
jours  la  dernière  dans  la  férié  précédente  ; 
puifque  dans  ce  cas  la  fraftion  continue 
fera  terminée  ,  &  Gue  la  dernière  fraftion 
de  la  férié  ci-defTus  doit  toujours  équiva- 
loir à  toute  la  fraftion  continué. 

Mais  il  la  quantité  a  eil  irrationnelle  ou 
tranfcenda.nte  ,  alors  la  fraction  continué 
allant  néceifairement  à  l'iniini ,  on  pourra 
auiïï  pouffer  à  Finfîni  la  férié  des  fraclions 
convergentes. 

1 1.  Examinons  maintenant  la  nature  dé 
ces  fra8:ions  ;  &  d'abord  il  eil:  vifible  que 
les  nombres  A^  B  ^  C ,  &c.  doivent  aller 
en  augmentant  ^  auiîl  bien  que  les  nombres 
A' ,  B'  ^  C" ,  &c.  car  1°.  ii  les  nombres 
ft,  ßi  y,  &c.  font  tous  pofitifs,  les  nombres 
Tome  II»  Ce 
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A ,  B  ,  C ,  &c.  A' ,  B\  C\  &c.  feront  auflî 
tous  poiitift ,  &  Ton  aura  évidemment  B 
y  A,  C>B,  DyC,  &c,  8c  B'  =ou 
>A\C>B\  D'>C,  &c, 

2°.  Si  les  nombres  «,  /3,  -j-,  &c.  font  tous 
ou  en  partie  négatifs ,  alors  parmi  les  nom- 
bres A,  B,  C ,  &c.  8c  A  y  B\  C\  il  y 
en  aura  de  pofitifs  &  de  négatifs  j  mais 
dans  ce  cas  on  confidérera  que  l'on  a  en 
général  par  les  formules  précédentes 

l—a_\\.     £--y4_é     ^s^JLË     &r 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  fi  les  nombres 
st^  ß^  y,  &c.  font  différens  de  l'unité ,  quels 
que  foient  d'ailleurs  leurs  fîgnes ,  on  aura 
néceflairement ,  en  faifant  abfl:ra61ion  des 
lignes ,  ^  plus  grand  que  l'unité  ;  donc  ^ 
moindre  que  l'unité  ,  par  conféquent  ^ 
plus  grand  que  l'unité ,  &  ainfi  de  fuite  ; 
donc  B  plus  grand  que  A ,  C  plus  grand 
que  B ,  &c. 

Il  n'y  aura  d'exception  que  lorfque  parmi 
les  nombres  u,  ß,  y,  &c.  il  s'en  trouvera 
d'égaux  à  l'unité  j  fuppofons,  par  exemple, 
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que  le  nombre  y  foit  le  premier  qui  foit 
égal  à  + 1  ;  on  aura  d'abord  B  plus  grand 
que  A ,  mais  C  fera  moindre  que  B ,  s'il 
arrive  que  la  fra6lion  ^  ibit  de  figne  diffé- 
rent de  ?j  ce  qui  eft  clair  par  leqij«tion 
J^zT^-j-^,-  parce  que  dans  ce  cas  y-\-^ 
fera  un  nombre  moindre  que  l'unité  ;  or 
je  dis  qu'alors  on  aura  néceffairement  D 
plus  grand  que  B  j  car  puifque  >  =^  + 1  , 
on  aura ,  (art.  1  o)  ^  c=+i4~j  j  ^  ^  —  J 
:=+!  ;  or  comme  c  &  d  (ont  des  quan- 
tités plus  grandes  que  l'unité ,  (art.  3) ,  il  eft 
clair  que  cette  équation  ne  pourra  fubfifter, 
à  moins  que  c  îk.  d  ne  foient  de  même 
figne  ;  donc  ^  puifque  y  ôc  ^  font  les  valeurs 
entières  approchées  de  c  &  <^,  ces  nom- 
bres y  Si:  ^  devront  être  aufîi  de  même 
figne  ;  mais  la  fraftion^^^-j-^  doit  être 
de  même  figne  que  y ,  à  caufe  que  y  eu. 
un  nombre  entier  ,  &  ^  une  fraftion  moin- 
dre que  l'unité  ;  donc  |  &  ^  feront  des 
quantités  de  même  figne;  par  conléquent 
-^  fera  une  quantité  pofitive.  Or  on  a  ~ 

C  G  ij 
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î^^^'-j^c'  <^onc  miihipliant  par;^,  on  aura 
-^=<^|-^i  ;  donc  ^?  étant  une  quantité  po- 
fîtive ,  il  eft  clair  quc;^  fera  plus  grande 
que  l'unité  j  donc  D  plus  grand  que  B, 

De-Ià  on  voit  que  s'il  arrive  que  dans 
la  férié  A ,  B ,  C  ^  &c,  il  fe  trouve  un  terme 
qui  foit  moindre  que  le  précédent,  le  terme 
fuivant  fera  néceffairement  plus  grand  ;  de 
forte  qu'en  mettant  à  part  ces  termes  plus 
■petits ,  la  férié  ne  laiiïera  pas  d'aller  en 
augmentant. 

Au  refte  on  pourra  toujours  éviter,  (î 
l'on  veut,  cet  inconvénient,  foit  en  prenant 
les  nombres  «,  ,ß,  7,  «S-c  tous  pofitifs,  foit 
en  les  prenant  tous  différons  de  l'unité ,  ce 
qui  eft  toujours  poffible. 

On  fera  les  mêmes  raifonnemens  par 
rapport  à  la  férié  A'\,  B'  y  C' ,  .&c.  dans 
laquelle  on  a  pareillement 

B'  C        'A'    D'    ■     ,  B'    ^ 

d'oii  Ton  déduira  des  concluions  fembla- 
bles  aux  précédentes. 
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1 2.  Maintenant ,  fi  on  multiplie  en  croix 
les  termes  des  frayions  vcifines  dans  la 

férié  -7-,  -75-,  77, ,   Oc,  on  trouvera  B  A' 

—AB'=^i,  CB'  —  BO=AB'  —  BA, 
DO—CD'— BO-^CB' ,  (S'a  d'où  je  con- 
clus qu'on  aura  en  général 

BA—AB=:^i 

CB'—BC=:  —  l 
DC~CD=:zl 

ED  —  DE'=—i,  &c. 

Cette  pro»priété  eft  très-remarquable,  & 
donne  lieu  à  plufieurs  conféquences  im- 
portantes. 

A 

D'abord  on  voit  que  les  fra6^ions  ^, 

-^ ,  —  ,  &c,  doivent  être  déjà  réduites  à 

leurs  m.oindres  termes  ;  car  fi ,  par  exem% 
pie ,  C  &  C'  avoient  un  commun  divifeur 
autre  que  l'unité  ^  le  nombre  entier  C B^ 
—  BO  feroit  auffi  divifible  par  ce  même 
divifeur ,  ce  qui  ne  fe  peut ,  à  caufe  de 
C^— ^C=— I. 

Ce  iij 
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Enfiiite  fi  on  met  les  équations  précé- 
dentes fous  cette  forme 

B       A  __     i 
B'      A-'^AB' 
C       B  I 


C       B~~      OB' 
D^ C  _    I 

£^_£_ i_ 

il  efl  aifé  de  voir  que  les  différences  entre 

A     B 

les  fraftions  voifines  de  la  férié  — r  ^  -rr  » 

A     B'  ^ 

C 

■pr  &c,  vont  continuellement  en  diminuant  - 
C 

de  forte  que  cette  férié  eft  néceffairement 

convergente. 

Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux 
fra6tions  confécutives  eft  auffi  petite  qu'il 
eft  poflible  ;  en  forte  qu'entre  ces  mêmes 
fra8:ions  il  ne  fauroic  tomber  aucune  autre 
fraétion  quelconque,  à  moins  qu'elle  n'ait 
un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  de 
ççs  fradions-là. 
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Car  prenons  ,  par  exemple ,  les  deux 

C       D 
fra6lions  —  &  -7:^- ,  dont  la  différence  efl: 

-.,  ^  ,  &  fuppofons ,  s'il  efl  poflible  ,  qu'il 

exifte  une  autre  fra61ion  - ,  dont  la  valeur 
tombe  entre  celles  de  ces  deux  fraftions , 
&  dans  laquelle  le  dénominateur  n  foit 
moindre  que  C'  ou  que  D' j  donc  puifque  J' 

C       D 

doit  fe  trouver  entre  tt  &  -7^  »    il  faudra 

m        C 

que  la  différence  entre  —  &  —  ,  qui  efl 

mO  —  nC        nC — mO     r  -      i 

:p^, —  ou 7s ,  loit  plus  petite 

nC  nC  *        * 

I  v/f'  ^    o       ^ 

que  7-777;  j  différence  entre  yr-^  &:  -^  y  mais 
il  efl  clair  que  celle-là  ne  fauroit  être 
moindre  que  —jr,i  donc,  fi  n<:^D',  elle 

fera  néceffairement  plus  grande  que      ^-^ 

de  même  la  différence  entre  —  &  -^r  ne 

n        JJ 

pouvant  être  plus  petite  que  — jy  ,    fera 

Ce  iv 
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nécelTairement  plus  grande  que  ■  ,  fî 

n<cC^  au  lieu  qu'elle  devroit  en  être  plus 
petite. 

13.  Voyons  préfentement  de  combien 

A     B 
chaque  fra61ion  de  la  férié  —r^-rr-»  ^'c  ao- 

prochera  de  la  valeur  de  la  quantité  a.  Pour 
cela  on  remarquera  que  les  formules  trou- 
vées dans  l'art,  i  o  donnent 


_Ab~^r~i 
^"^    A'b 

Bc-^-A 
B'c-\-A' 

_  Cd+B 
""^Od-^B^ 

__De-\-C 

&  ainfî  de  fuite. 

Donc  11  on  veut  favoir  de  combien  la 
C 
fra8:ion  -7-  >  par  exemple,  approche  de  la 

cuantité  ,  on  cherchera  la  différence  entre 

—  &  a  ;   en  prenant  pour  a  la  quantité 

V 
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CJ-Î-Z?  C        Cd^B 

c  ^  BC~~CB'  _  I  , 

O"^  C  {C  d^B"^""  C  {C  d+By  ^ 
caufe  de  BO  —  CB'=^i  y  (art.  12)5  or 
comme  on  fuppofe  que  ^  foit  la  valeur  ap- 
prochée de  c/,  en  forte  que  ia  différence 
entre  d  èi  ^'  foit  moindre  que  l'unité ,  (art. 
3  ) ,  il  eft  clair  que  la  valeur  de  d  fera  ren- 
fermée entre  les  deux  nombres  ^  &  «^  +  1, 
(  le  iigne  fupérieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  ^eil:  moindre  que  la  vé- 
ritable d.  Si.  le  {igné  inférieur  pour  le  cas 
cil  ^  eft  plus  grand  que  d)  ,  &  que  par  con- 
féquent  la  valeur  de  C'd-\-B',  fera  aufîi 
renferm«e  entre  ces  deux-ci,  C'^-^B'  8c 

C'(^±i)-{'B',  c'eft-à-dire  entre  i:?' & 

C 

D'  +  C'-,  donc  la  différence  a — —  fera 

renfermée  entre  ces  deux  limites   ^  ^  , 

'C(D'-\-C'^  '  ^'°^  ^'^"  pourra  juger  de  la 

quantité  de  Fapproximation  de  la  &a61ion 
C 
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14.  En  général  on  aura 

B  I 


B'      B\B'c^A) 


C  .  I 


O   '   C\Cd-\-B') 

&  ainfî  de  fuite. 

Or  fi  on  fuppofe  que  les  valeurs  appro- 
chées a,  ^,  7-,  6-c.  foient  toujours  prifes 
moindres  que  les  véritables ,  ces  nombres 
feront  tous  pofitifs ,  auffi  bien  que  les  quan- 
tités b  ^  c ,  d ^  &c.  (art.  3  )  j  donc  les  nom- 
bres A\  B\  C' ,  ùc,  feront  aufîi  tous  po- 
fitifs j  d*où  il  s'enfuit  que  les  différences 

A     B 

entre  la  quantité  a  &  les  fra6lions  -77  >  -üT  > 

C 

yrr  j  ^c,  feront  alternativement  pofitives  & 

négatives  j  c'eft-à-dire  que  ces  fraftions 
feront  alternativement  plus  petites  &  plus 
grandes  que  la  quantité  a. 
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De  plus,  comme  ^>^,  c>'>^,  d-'^^^-, 
&c,  (hjp.)  ommsi  1>>B' ,  B'c-\-J'>B'y 

&c.  &  comme  ^</3-[-i,  t<^^_|_i^  </<J' 
+1,  on  aura  /^<j&'-f  i  ,  B'c-\-A<:B' 

(er_j_i)_j_^'<;Z?'-|-C',6c.  de  forte  que 
les  erreurs  qu'on  commettroit  en  prenant 

les  fraftions  -^7 ,  -^ ,  yq,  &c.  pour  la  va- 
leur de  a ,  feroient  refpeftivement  moin- 
dres que  -^,  -^i^,  ^^  ,    &c.  mais 

plus  grandes  que -^î-j-^^,  ;^^^, 

,  &c.  d'où  l'on  voit  combien 


ces  erreurs  font  petites ,  &  combien  elles 
vont  en  diminuant  d'une  fra6lion  à  l'autre. 
Mais  il  y  a  plus  :  puifque  les  fra6lions 

v4^'  "ni  )  Tj.  >  ^^*  ^^^^  alternativement  plus 
petites  &  plus  grandes  que  la  quantité  a , 
il  eft  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité 
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fe  trouvera  toujours  entre  deux  fra61ionsi 
confécutives  quelconques  ;  or  nous  avons 
vu  ci-defîus  ,  (  art.  12),  qu'il  eft  impofîible 
qu'entre  deux  telles  fra61ions  puifle  fe 
trouver  une  autre  fraftion  quelconque  qui 
ait  un  dénominateur  moindre  que  l'un  de 
ceux  de  ces  deux  fra(^lions  ;  d'où  l'on  peut 
conclure  que  chacune  des  frayions  dont  il 
s'agit ,  exprime  la  quantité  a  plus  exafte- 
ment  que  ne  pourroit  faire  toute  autre  frac- 
tion  quelconque  ,   dont  le  dénominateur 

feroit  plus  petit  que  celui  de  la  fraftian 

C 
fuivante  j  c'eft-à-dire  que  la  fra6iion  —  , 

par  exemple,  exprimera  la  valeur  de  a 
plus  exa8:ement  que  toute  autre  fra6lion  ^ , 
dans  laquelle  n  feroit  moindre  que  D, 

15.  Si  les  valeurs  approchées  «5  /3,  y-, 
&c.  font  toutes  ou  en  partie  plus  grandes 
que  les  véritables ,  alors  parmi  ces  nom- 
bres il  y  en  aura  nécefiairement  de  négatifs, 
(art.  3) ,  ce  qui  rendra  auffi  négatifs  quel- 
ques-uns des  termes  à^s  fériés  A ,  B  ^  C, 
&Q.  A  ^  B' y  Cy  &c,  par  conféquent  les 
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ABC 

dißerences  entre  les  fradlions  — r- ,  -7-  *  -t^  -> 

A'^  B'^  C 

&c,  &  la  quantité  a ,  ne  feront  plus  alter- 
nativement pofîtives  &  négatives ,  comme 
dans  le  cas  de  l'article  précédent  j  de  forte 
que  ces  fractions  n'auront  plus  l'avantage 
de  donner  toujours  des  limites  en  plus  Se 
en  moins  de  la  quantité  a ,  avantage  qui 
me  paroît  d'une  très -grande  importance, 
&c  qui  doit  par  conféquent  faire  préférer 
toujours  dans  la  pratique  les  fradions  con- 
tinues où  les  dénominateurs  feront  tous  po- 
fitifs.  Ainfî  nous  ne  contidérerons  plus  dans 
la  fuite  que  des  fractions  de  cette  efpece. 

,  .    A     B 

16.  Coniidérons  donc  la  férié  — r,  -77-* 

A'^  B'^ 

CD 

Tïï  5  77.  s  ^^'  ^^^5  laquelle  les  fractions  font 

alternativement  plus  petites  &  plus  grandes 
que  la  quantité  a  ,  &  il  eft  clair  qu'on 
pourra  partager  cette  férié  en  ces  deux- ci: 

-^    £     £ 

A'  '   C  '   £''  ^'^• 

B_     D_     F^ 

ß.,  ^.^  py  ^'c. 
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donc  la  première  fera  compofée  de  frac- 
tions toutes  plus  petites  que  a  ,  ^  qui  iront 
en  augmentant  vers  la  quantité  a  ;  donc 
la  féconde  fera  compofée  de  fra6lions  toutes 
plus  grandes  que  a ,  mais  qui  iront  en  di- 
minuant vers  cette  même  quantité.  Exa- 
minons maintenant  chacune  de  ces  deux 
fériés  en  particulier  :  dans  la  première  on 
aura ,  (  art.  i  o  &:  1 2  )  , 

E  C__      e 

E"  C^Ct~'  "^'^ 
&  dans  la  féconde  on  aura 

B'      D''^  B' D' 
D       F  _     ^        . 
V'      P~~DF  '  ^'' 

Or  fi  les  nombres  ^,  «T,  ê,  fi-c  étoiént 
tous  égaux  à  l'unité  ,  on  pourroit  prouver , 
comme  dans  l'art.  1 2 ,  qu'entre  deux  frac- 
tions confécutives  quelconques  de  l'une  ou 
de  l'autre  des  fériés  précédentes ,  il  ne  pour- 
roit jamais  fe  trouver  aui:une  autre  fra6tion 
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dont  le  dénominateur  feroit  moindre  que 
ceux  de  ces  deux  fraftions  5  mais  il  n'en 
fera  pas  de  même  ,  lorfque  les  nombres 
^,  <r,  i,  &c,  feront  différens  de  l'unité  ;  car 
dans  ce  cas  on  pourra  inférer  entre  les  frac* 
tions  dont  il  s'agit  autant  de  fra6lions  in- 
termédiaires qu'il  y  aura  d'unités  dans  les 
nombres  y — 1  ,  ^ — i,  « — i,  &c,  &  pour 
cela  il  n'y  aura  qu'à  mettre  fuccefîivement 
dans  les  valeurs  de  C  &  C' ,  (art.  10),  les 
nombres  i  ,  2 ,  3 ,  &c.  >  à  la  place  de  y  ; 
&  de  même  dans  les  valeurs  de  i^  &  ZP' , 
les  nombres  1,2,3,  &:c.  «J"  à  la  place  de 
i^y  &  ainfi  de  fuite. 

17.  Suppofons ,  par  exemple  ,  que  y  foit 

=4,  on  aura  C=:^4B-\'A  Se  C'  =  4^' 

-|-y^',  &  on  pourra  inférer  entre  les  frac- 

A        C       . 
lions  — r  &  —   trois  fractions  intermédiai- 
A^        C 

...,  qui  feront -^,-p^,-^^^., 

3^''-fi4'* 
Or  il  eu.  clair  que  les  dénominateurs  de 
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ces  fra6lions  forment  une  fuite  croiiTantè 
arithmétique  ment  depuis  A'  jufqu'à  C  ;  Se 
nous  allons  voir  que  les  fra61ions  elles-  mê- 
mes croißent  auffi  continuellement  depuis 

—  jufqu'à  ^,  en  forte  qu'il  feroit  main- 
tenant impoßible  d'inférer  dans  la  férié 
j4      B  +  J       iB4-J       t,B-\-A      aB+J 
•^■»  B'^J''>  zB'-\-A''  3J?'4-^''  4^^'+^'     " 

C 

-^ ,  aucune  fra61ion  dont  la  valeur  tombât 

entre  celles  de  deux  frayions  confécutives, 
&  dont  le  dénominateur  fe  trouvât  aufîï 
entre  ceux  des  mêmes  fractions.  Car  (i  on 
prend  les  différences  entre  les  fraéliions 
précédentes,  on  aura,  à  caufe  de  B A' 

B-\-J        J j 

:lB-\-A  B-\-A  i 


2^'+^'        B'-^A'        {B'-\-A'){iB'+A') 
■i,B-\-A  iB-\-A  I 


C         ^B~\-A i^ \ 

d'où   l'on  voit  d'abord  que  les  fraclions 

A 
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A      B-\-A        c 

A^  '  F+:?  '  "^°^^  ^"   augmentant  , 

puifque  leurs  différences  font  toutes  pofî- 
tives  ',  enfuite ,  comme  ces  différences  font 
égales  à  l'unité  divifée  par  le  produit  des 
deux  dénominateurs  ,  on  pourra  prouver 
par  un  raifonnement  analogue  à  celui  que 
nous  avons  fait  dans  l'art.  1 2  ,  qu'il  eff  im- 
pofîible  qu'entre  deux  fraftions  confécu- 
tives  de  la  férié  précédente ,  il  puiffe  tomber 
une  fraftion  quelconque  ^ ,  ß  le  dénomi- 
nateur n  tombe  entre  les  dénominateurs  de 
ces  fractions ,  ou  en  général  s'il  eft  plus 
petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénomi- 
nateurs. 

De  plus ,  comme  les  fra6lions  dont  nous 
parlons  font  toutes  plus  grandes  que  la 

vraie  valeur  de  a,  &  que  la  fraftion  ^ 

en  eft  plus  petite ,  il  eft  évident  que  cha- 
cune de  ces  fractions  approchera  de  la 
quantité  a ,  en  forte  que  la  différence  en 

fera  plus  petite  que  celle  de  la  même  frac- 

B 

lion  &  de  la  fraftion  ■^,  ;  or  on  trouve 

Tome  II,  Dd 


i8        Ad 

A 

A' 
B-\-A 

D    I    T    I    0    N    s, 
B               I 

B'      AB' 
B                I 

B'      A 
xB-\-A 

B'      (^'    -A)B' 
B                 I 

iB'+A 

B'      {iB'     A)B' 
B                 I 

C 

C 

B''~'(^B'-\-A)B' 
B          I 
B'      CB' 

Donc ,  puifque  ces  différences  font  auffi 
égales  à  l'unité ,  divifée  par  le  produit  des 
dénominateurs ,  on  y  pourra  appliquer  le 
même  raifonnement  de  Tarticle  1 1 ,  pour 
prouver  qu'aucune  fra6lion  ^  ne  fauroit 
tomber  entre  une  quelconque  des  fraflions 

£    1+A      ^^+-^     &c  &  la  frac 

tion  -^ ,  fi  le  dénominateur  n  eft  plus  petit 

Gue  celui  de  la  même  fra61ion  ;  d'où  il  fuit 
que  chacune  de  ces  fraftions  approche  plus 
de  la  quantité  a  que  ne  pourroit  faire  toute 
autre  fra61ion  plus  petite  que  a,  &  qui  auroit 
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un  dénominateur  plus  petit,  c'eft-à-dire , 

qui  feroit  conçue  en  termes  plus  limples. 

1 8.  Nous  n'avons  confidéijé  dans  l'article 

précédent  que  les  fraftions  intzrmédiaires 

A        C     . 
entre  -^  &  7^?  il  en  fera  de  même  des 

C         E 

fraftions    intermédiaires  entre  7^   &  -r-  , 

C  i:' 

E        G 

entre  — -  &  -^r ,  (S'c.  fi  *,  «,  (S'c.   font  des 

nombres  plus  grands  que  l'unité. 

On  peut  aufli  appliquer  à  l'autre  férié 

B     D      F     r 

■^  ,  — r-^ ,  -^ ,  6'c.  tout  ce  que  nous  venons 

de  dire  relativement  à  la  première  férié 

A     C 

—  ,  -^ ,  &c.  de  forte  que  fi  les  nombres 

«î",  ^»  (S'c.  font  plus  grands  que  l'unité,  on 

R       D 

pourra  inférer  entre  les  fractions -75-  &  -î— , 

D       F 

entre  -pr  &  -7^  ^    <S'c.  différentes  fraftions 

intermédiaires  toutes  plus  grandes  que  a  y 
mais  qui  iront  continuellement  en  dimi- 
nuant, &  qui  feront  telles  qu'elles  expri- 

Dd  ij 
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meront  la  quantité  a  plus  exaftement  que 
ne  pourroit  faire  aucune  autre  fra6î:ion  plus 
grande  que  a ,  &  qui  leroit  conçue  en  ter- 
mes plus  fimples. 

De  plus ,  fi  /3  eft  auiîi  un  nombre  plus 
grand  que  l'unité ,  on  pourra  pareillement 

placer  avant  la  fraftion  -^  les  fraftions 

£+.     z^^+r     3_^^+, 

12  3  ^      ^ 

ßA-A-i    ^      .    B    ç.         .    ^. 

— -^ —  ,  lavoir  -^ ,  ex  ces  tractions  auront 

les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fraftions 
intermédiaires. 

De  cette  manière  on  aura  donc  ces  deux 
fuites  complettes  de  fraftions  convergentes 
vers  la  quantité  a, 

F  raclions  croiJfa?ites  &  plus  petites  que  a. 

A     B-^A       iB-^A       ^B-\-A 
>'  B'-\-A'  '  iB'-\-A'  ^B^-]-A'      * 
yB+A    jC     D^C     iD+C      ^D+C 

&c. 
.D+C      E      F-\-E      r     c     c 

.z?-+c'  ï^'  FhF£^'  ^''-  ^'-  ^''' 
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FraBions  décroijfames  &  plus  grandes  que  a. 

A+i     lA+i     3^+1 
__,  __— ,  — — ,  ce, 

ßA-\-i      B^     C-^B      iC+B 

ß      '  B'  C'+^''  iC+B^' 
^C^B     D      E+D     c     c     c 

Si  la  quantité  a  efl  irrationnelle  ou  tranf- 
cendante ,  les  deux  fériés  précédentes  iront 

A 

à  l'infini ,  puifque  la  férié  des  fra6lions-^  , 

-07,-^,,  <S'c.  que  nous  nommerons  dans  la 

fuite  fraftions  principales ,  pour  les  diflin- 
guer  des  fraftions  intermédiaires ,  va  d'elle- 
même  à  l'infini  (art.  10). 

Mais  fi  la  quantité  a  efl  rationnelle  & 

égale  à  une  fraftion  quelconque  -^^  ,   nous 

avons  vu  dans  l'article  cité ,  que  la  férié 
dont  il  s'agit  fera  terminée ,  &  que  la  der- 
nière fraftion  de  cette  férié  fera  la  fraftion 

T 
même  -pr ,  donc  cette  fra6lion  terminera 

Dd  ii; 
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auflj  néceflairement  une  des  deux  ferles 
ci-defTus ,  mais  l'autre  férié  pourra  toujours 
aller  à  l'infini. 

En  effet ,  fuppofons  que  ^  foit  le  dernier 
dénominateur  de  la  fraftion  continue ,  alors 

yy,  fera  la  dernière  des  fra6lions  princi- 
pales ,  &  la  férié  des  fraftions  plus  grandes 
que  a  fera  terminée  par  cette  même  frac- 
tion -jr^  ;  or  l'autre  férié  des  fra6lions  plus 

petites  que  a  ,  fe  trouvera  naturellement 

C         .      ,         D 

arrêtée  à  la  fraftion  -^,  qui  précède  jj^  ; 

mais  pour  la  continuer ,  il  n'y  a  qu'à  con- 
fidérer  que  le  dénominateur  «,  qui  devroit 
fuivre  le  dernier  dénominateur  «''fera  =  00, 

E 

(art.  3  )  j  de  forte  que  la  fraftion  -vr;  ,  qui 

fuivroit  yr^  dans  la  fuite  des  îx2idiior\s  prin- 

cipales ,  feroit  — jyZxTQ  =  77.  >  ^"^  P''^^  ^^ 
loi  des  fradions  intermédiaires ,  il  eft  clair 
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qu'à  caufe  de  «  =  00,  on  pourra  inférer 

CE 

entre  les  fraélions  -^  &  -^  une  infinité  de 

fraélions  intermédiaires ,  qui  feront 
D-^C       iD-\-C       ^D  +  C      n 

Ainfî  dans  ce  cas  on  pourra,  après  la 

C 

fraftion  :pr  dans  la  première  fuite  de  frac- 

tions,  placer  encore  les  fraftions  intermé- 
diaires dont  nous  parlons ,  &  les  contiuuer 
à  l'infini. 

Probleme. 

1 9.  l/ne  fraciion  exprimée  par  un  grand 
nombre  de  chiffres  étant  donnée  ,  trouver 
toutes  les  fractions  en  moindres  termes  qui 
approchent  fi  près  de  la  vérité  ^  quil  foit 
impojjible  d'en  approcher  davantage  fans  en 
employer  de  plus  grandes,  . 

Ce  problème  fe  réfoudra  facilement  par 
la  théorie  que  nous  venons  d'expliquer. 

On  commencera  par  réduire  la  fra6lion 
propofée  en  fraftion  continue  par  la  mé- 
thode de  l'art.  4 ,  en  ayant  foin  de  prendre 

Dd  iv 
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toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites 
que  les  véritables ,  pour  que  les  nombres 
iS,  >,  ^^  &c.  foient  tous  poiitifs  ;  enfuite , 
à  l'aide  des  nombres  trouvés  «,  ß ,  y,  &c, 
on  formera ,  d'après  les  formules  de  l'art. 

10,  les  fra6lions  —,  -^.  7^,  &c»  dont  la 

dernière  fera  néceflairement  la  même  que 
la  fraftion  propofée  ,  parce  que  dans  ce  cas 
la  frd8:ion  continue  eft  terminée.  Ces  frac- 
tions feront  alternativement  plus  petites  & 
plus  grandes  que  la  fraftion  donnée ,  Se 
feront  fuccefîivement  conçues  en  termes 
plus  grands  ;  &  de  plus  elles  feront  telles 
que  chacune  de  ces  frayions  approchera 
plus  de  la  fraftion  donnée,  que  ne  pourroit 
faire  Loute  autre  fraftion  quelconque  qui 
feroit  conçue  en  termes  moins  (impies.  Ainfi 
on  aura  par  ce  moyen  toutes  les  fraftions 
conçues  en  moindres  termes  que  la  pro- 
pofée, qui  pourront  fatisfaire  au  problème. 

Que  fi  on  veut  confidérer  en  particulier 
les  frayions  plus  petites  &  les  fra8:ions  plus 
grandes  que  la  propofée ,  on  inférera  entre 
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les  fra61ions  précédentes  autant  de  fra6lions 
intermédiaires  que  l'on  pourra  ,  &  on  en 
formera  deux  fuites  de  fra6lions  conver- 
gentes, les  unes  toutes  plus  petites  &  les 
autres  toutes  plus  grandes  que  la  fraclion 
donnée,  (art.  16,  17&18);  chacune  de 
ces  fuites  aura  en  particulier  les  mêmes 
propriétés  que  la  fuite  des  fraftions  princi- 
pales —  ,  "ô;  ,  7T ,  &c,  car  les  fra8:ions  dans 

chaque  fuite  feront  fuccefîivement  conçues 
en  plus  grands  termes ,  &  chacune  d'elles 
approchera  plus  de  la  fra6lion  propofée , 
que  ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraftion 
qui  feroit  pareillement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  propofée ,  mais  qui  feroit 
conçue  en  termes  plus  fîmples. 

Au  refte  il  peut  arriver  qu'une  des  frac- 
tions intermédiaires  d'une  férié  n'approche 
pas  fi  près  de  la  fraftion  donnée ,  qu'une 
des  fra8:ions  de  l'autre  férié ,  quoique  con- 
çue en  termes  moins  (impies  que  celle-ci  j 
c'eft  pourquoi  il  ne  convient  d'employer 
les  fra6lions  intermédiaires  ^  que  lorfqu'on 
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veut  que  les  fra61ions  cherchées  foîent 
toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes 
que  la  fra8:ion  donnée. 

Exemple     I. 

20.  Suivant  M.  de  la  Caille  ,  l'année  (o- 
laire  eft  de  365*  5' 48'  49",  &  par  confé- 
quent  plus  longue  de  5*^  48^  49"  que  l'année 
commune  de  365'  ;  fi  cette  différence  étoit 
exaftement  de  6  heures ,  elle  donneroit  un 
jour  au  bout  de  quatre  années  communes  ; 
mais  fi  on  veut  fa  voir  au  jufi:e  au  bout  de 
combien  d'années  communes  cette  diffé- 
rence peut  produire  un  certain  nombre  de 
jours  y  il  faut  chercher  le  rapport  qu'il  y  a 
entre  24''  &  ç*"  48'  49"  ^  ^  o"  trouve  ce 
rapport  =r  ^^  j  de  forte  qu'on  peut  dire 
qu'au  bout  de  86400  années  communes, 
il  faudroit  intercaler  20929  jours  pour  les 
réduire  à  des  années  tropiques. 

Or  comme  le  rapport  de  86400  à  20929 
efl:  exprimé  en  termes  fort  grands ,  on  pro- 
pofe  de  trouver  en  de  termes  plus  petits 
des  rapports  aufli  approchés  de  celui-ci 
au'il  eft  poffible. 
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On  réduira  donc  la  fraftion  ^-^^  en  frac- 

20929 

tion  continue  par  la  regle  donnée  dans  l'art. 
4,  qui  eft  la  même  que  celle  qui  fert  à 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  de 
deux  nombres  donnés  ;  on  aura 


3.0929 


86400 
83716 


2684 


4=« 

20929' 
18788 


2141 


7=ß 

2684 
2141 


i-y 


54312141  3=j^ 
I1629I 

543li=' 


512 


5121 


31 


406 

16 

— ■> 

4yu 
16 

31 
16 

i=« 

M 

16 

1=0 

I 

M 

M 

15=1 


o. 


Connoîffant  ainfî  tous  les  quotiens  ««,  ^, 
y^  &c,  on  en  formera  aifément  la  férié 

— ,  -^ ,  &c,  de  la  manière  fuivante  : 


4,  7j  I,   3> 

^      ^      ïl      ^^^       t6r       2704      286  j      5^69      86400 
1'     7'     8>     31?    Ti"'     ^Tj  '    ^94'   Ï349'    20529  > 


16, 


M 
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où  Ton  voit  que  la  dernière  fraftion  eft  la 
même  que  la  propofée. 

Pour  faciliter  la  formation  de  ces  frac- 
tions ,  on  écrira  d'abord ,  comme  je  viens 
de  le  faire ,  la  fuite  des  quotiens  4,7,  i  , 
&c,  &  on  placera  au-defîbus  de  ces  coeffi- 
ciens  les  frayions  ^^  —57-?  ^'<^*  qui  en  ré- 
fultent. 

La  première  fraftion  aura  toujours  pour 
numérateur  le  nombre  qui  eft  au-deffus, 
&  pour  dénominateur  Tunité. 

La  féconde  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y  eft  au-defTus  par 
le  numérateur  de  la  première ,  plus  l'unité, 
&  pour  dénominateur  le  nombre  même  qui 
eft  au-deftus. 

La  troiheme  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y  eft  au-deflus  par 
le  numérateur  de  la  féconde  ,  plus  celui  de 
la  première  ^  &  de  même  pour  dénomi- 
nateur ,  le  produit  du  nombre  qui  eft  au- 
deflus  par  le  dénominateur  de  la  féconde , 
plus  celui  de  la  première. 

Et  en  général  chaque  fra^ion  aura  pour 
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numérateur  le  produit  du  nombre  qui  y  efh 
au-deffus  par  le  numérateur  de  la  fraction 
précédente,  plus  celui  de  l'avant -précé- 
dente ;  &  pour  dénominateur  le  produit  du 
même  nombre  par  le  dénominateur  de  la 
fraftion  précédente ,  plus  celui  de  l'avant- 
précédente. 

Ainfi  29  =  7.44-1,  7=7,  3-3 :z=i. 29 
+  4,  8=1.7+1,  128  =  3.33  +  29,  31 
=  3.8+7,  &  ainfi  de  fuite  j  ce  qui  s'ac- 
corde avec  les  formules  de  l'art.  10. 

Maintenant  on  voit  par  les  fraélions  ^^ , 
— ,  ^ ,  é'c.  que  l'intercalation  la  plus  fimple 
eft  celle  d'un  jour  dans  quatre  années  com- 
munes ,  ce  qui  ell:  le  fondement  du  calen- 
drier Julien  j  mais  qu'on  approcheroit  plus 
de  l'exaftitude  en  n'intercalant  que  fept 
jours  dans  l'efpace  de  vingt -neuf  années 
communes ,  ou  huit  dans  l'efpace  de  trente- 
trois  ans ,  &  ainfi  de  fuite.         .  -,  . 

On  voit  de  plus  que  comme  les  fra£iions 
^,  y-,  j- font  alternativement  plus  petites 
&  plus  grandes  que   la  fraclion  — ?  ou 
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-h—o/  — 1,  •>  l'intercalation  d'un  jour  fur  quatre 

ans  fera  trop  forte  ,  celle  de  fept  jours  fur 
vingt -neuf  ans  trop  foible,  celle  de  huit 
jours  fur  trente-trois  ans  trop  forte  ,  &  ainfi 
de  fuite  j  mais  chacune  de  ces  intercalations 
fera  toujours  la  plus  exafte  qu'il  efl  pof- 
fible  dans  le  même  efpace  de  temps. 

Or,  (i  on  range  dans  deux  fériés  par- 
ticulières les  fra6lions  plus  petites  &  les 
fra6lions  plus  grandes  que  la  fraftion  don- 
née ,  on  y  pourra  encore  inférer  différentes 
fraftions  fecondaires  pour  compléter  les 
fériés  ;  &  pour  cela  on  fuivra  le  même 
procédé  que  ci-deflus,  mais  en  prenant 
fuccefïivement  à  la  place  de  chaque  nom- 
bre de  la  férié  fupérieure  tous  les  nombres 
entiers  moindres  que  ce  nombre ,  (lorfqu'il 
y  en  a). 

Ainfi ,  confidérant  d'abord  les  fra6^ions 
croifTantes 

I,    I,      I,     15. 

4     5^     161     286^     864C0 
r  '  T  '  I9"  '  694  '  20929  ' 

on  voit  qu'à  caufe  que  l'unité  eil  au-defllis 
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de  la  féconde ,  de  la  troifîeme  &  de  la 
quatrième ,  on  ne  pourra  placer  aucune 
fra^lion  intermédiaire  ,  ni  entre  la  première 
&  la  féconde ,  ni  entre  la  féconde  &  la 
troifîeme  ,  ni  entre  la  troifîeme  &  la  qua- 
trième \  mais  comme  la  dernière  fradlion 
a  au-deffus  d'elle  le  nombre  1 5 ,  on  pourra 
entre  cette  fra61ion  &  la  précédente,  placer 
quatorze  fra61:ions  intermédiaires  ^  dont  les 
numérateurs  formeront  la  progrellion  arith- 
métique 2865  ~f"  5  5^9  ?  ^865  -f-  ^  •  5  5^9  5 
2865-I-3.5  569  6'c.  &  dont  les  dénomina- 
teurs formeront  aufîi  la  progrefFion  arith- 
métique 694-[-i349  5  ^94-|-i«i349>  <^94 
+3.1349,  &c. 

Par  ce  moyen  la  fuite  complette  des 

fraftions  croifTantes  fera 

4  3^   161   2867  8434  1400^  19572  iyi4i 

I  '  8  '  39  '  694  '  2043  '  3392  '  4741  '  6090  ' 

30710   36279  41848   47417   52986   58<f5î   64124 

7439  '  8788  '  10137'  11486'  12S35  '  i'4i84  >  15533* 

69693   75262  80831   86400 

J68S2  '  18231'  19580'  10929* 

Et  comme  la  dernière  fraßion  eft  la  même 
que  la  fraftion  donnée ,  il  eil  clair  que  cette 
férié  ne  peut  pas  être  pouffée  plus  loin. 
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De-là  on  voit  que  fi  on  ne  veut  admettre 
que  des  intercalations  qui  pèchent  par  ex- 
cès ,  les  plus  fimples  &  les  plus  exaftes  feront 
celles  d'un  jour  fur  quatre  années ,  ou  de 
huit  jours  fur  trente-trois  ans ,  ou  de  trente- 
neuf  fur  cent  foixante-un  ans ,  &  ainfi  de 
fuite. 

Confidérons  maintenant  les  fraftions  dé- 
croiflantes 

7,    3,     i6,     I. 

29  128  2704  5569 
y  5  ~yr  >  655  >  1349  ' 

&  d'abord ,  à  caufe  du  nombre  7  qui  eil 
au-deffus  de  la  première  fraftion ,  on  pourra 
en  placer  fix  autres  avant  celle-ci,  dont 
les  numérateurs  formeront  la  progreflion 
arithmétique  4-\-\  y  2.44-1  >  3*4-1-1  >  ^^» 
&  dont  les  dénominateurs  formeront  la 
progreflion  i ,  2 ,  3  ,  (S'c.  de  même  ,  à  caufe 
du  nombre  7 ,  on  pourra  placer  entre  la 
Dremiere  &  la  féconde  fraftion  deux  frac- 
tions  intermédiaires  j  &  entre  la  féconde  & 
la  troifieme  on  en  pourra  placer  1 5  ,  à 
caufe  du  nombre  16  qui  efi  au-deflus  de  la 

troifieme  j 
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ttoîfieme  ;  mais  entre  celle-ci  &  la  dernière 
on  n'en  pourra  inférer  aucune  ,  à  cauf'e  que 
le  nombre  qui  y  ell  au-deffus  eil  l'unité. 

De  plus  ,  il  faut  remarquer  que  comme 
la  férié  précéder  te  n'eil  pas  terminée  par 
la  fraÄion  donnée  ,  on  peut  encore  la  con- 
tinuer auffi  loin  que  l'on  veut ,  comme  nous 
l'avons  fait  voir  dans  l'art.  1  8.  Ainfi  on  aura 
cette  férié  de  fraftions  croisantes 

591';  17  2.t  2Ç  29  62  9î  128 


>  '   i 

'  3 

)   4  >   5  ?   6  »   7  '  15  »  23  '   31  9 

aS9 

4^0 

611    77Î   93î    1094    '^?V    1416 

70  ' 

109  \_ 

14S  '  187'  226'   21^5  '   304  '   34î 

Î577 
381  ♦ 

173? 
4ÎJ' 

1899   2060   2221    2382   ajf43 
'   460  >   499  '   53S  '   577  '   616  ' 

a-«4: 

5569 

■  91969-   Î78îf'9   264769    351169 

677  '  1349*  22278-'  43207'  64136  ■*  85065  > 
4}7j69'..o^ 

10:994'  ^^v 

leiquelles  font'toutes  plus  petites  que  la  frac- 
tion propofée,  &  en  approchent  plus  que 
toutes  autres  frayions  qui  leroient  conçues 
en  termes  moins  (impies. 

On  peut  conclure  de-là  ,  que  fi  on  ne 

vouloit  avoir  égard  qu'aux  intercalations 

qui  pécheroient  par  défaut,  les  plus  fim- 

ples  &  les  plus  exa^les  feroient  celles  d'un 

Tome  II,  E  e 
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jour  fur  cinq  ans ,  ou  de  deux  jours  fur  neuf 

ans ,  ou  de  trois  jours  fur  treize  ans,  &c. 

Dans  le  calendrier  grégoiienon  intercale 
feulement  quatre-vingt  dix-fept  jours  dans 
quatre  cents  années  j  on  voit  par  la  table 
précédente  qu'on  approcheroit  beaucoup 
plus  de  l'exaftitude  ,  en  intercalant  cent 
neuf  jours  en  quatre  cents  cinquante  années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  s'efl:  fervi  de  la 
détermination  de  l'année  donnée' par  Co- 
pernic ,  laquelle  eft  de  365'  ^'^  49'  20'^  En 
employant  cet  élément  on  auroit ,  au  lieu 

de  la  fraaion'-^^,  celle-ci '-^-%  ou  bieii 

20929  '  20960  -' 

£^°j   d'où  l'on  trouveroit  par  la  méthode 
précédente  les  quotiens  4 ,  8  ,  5  ,   3  ,  & 
de-là  ces  frayions  principales 
4>  S,    5,     3. 

1     il     il?      112 

I  )    b  5    41  ^    131  ?  r!  j 

qui  font  ^  à  l'exception  des  deux  premières , 

afiez  différentes  de  celles  que  nous  avons 

trouvées  ci-dcflus.  Cependant  on  ne  trouve 

pas  parmi  ces  fraftions  la  fra6iion^°adop- 
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tée  dans  le  calendrier  grégorien  ;  &  cette 
fraftion  ne  peut  pas  même  le  trouver  parmi 
les  frattions  intermédiaires  qu'on  pourroit 
inférer  dans  les  deux  fériés  \  ^  77^  >  &  ^  > 
P^  ;  car  il  eft  clair  qu'elle  ne  pourroit  tom- 
ber qu'entre  ces  deux  dernières  frayions, 
entre  lefquelles  ,  à  caufe  du  nombre  3  qui 
cft  au-deffus  de  la  fra8:ion  )-^,  il  peut'tbm- 
ber  deux  fra6rions  intermédiaires  ^  qui  feront 
—  &  —  ;  d'où  l'on  voit  qu'on  aurôit  ap- 
proche  plus  de  l'exaditude  ,  fi  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  avoir  prefcrit  de 
n'intercaler  que  quatre-vingt-dix  jours  dans 
l'efpace  de  trois  cents  foixante  &  onze  ans. 
Si  on  réduit  la  fra61:ion  —  à  avoir  pour 
numérateur  le  nombre  86400  ,  elle  devien- 
dra^^ ,  ce  qui  fuppofer oit  l'année  tropique 
de  365' 5^49' 12". 

Dans  ce  cas  l'mterpolation  grégorienne 
feroit  tout-  à-fait  exafte  ;  mais  comme  les 
obfervations  donnent  l'année  plus  courte 
de  plus  de  20" ,  il  eft  clair  qu'il  faudra  né- 
ceffairement ,  au  bout  d'un  certain  efpace 

Ee  ij 
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de  temps  ,  introduire  une  nouvelle  inter- 
calation. 

Si  on  vouloir  s'en  tenir  à  la  détermina- 
tion de  M.  de  la  Caille  ,  comme  le  déno- 
minateur 97  de  la  fra6lion  ^°fe  trouve  entre 
les  dénominateurs  de  la  cinquième  &  de 
la  fixieme  des  fra61ions  principales  trouvées 
ci-devant,  il  s'enfuit  de  ce  que  nous  avons 
démontré ,  (  art.  14),  que  la  fraélion  ^'  ap- 
procheroit  plus  de  la  vérité  que  la  fraction 
— °  ;  au  refte ,  comme  les  Afrronomes  font 
encore  partagés  fur  la  véritable  longueur 
,de  l'année  ,  nous  nous  abiliendrons  de  pro- 
noncer fur  ce  fujetj  aufîi  n'avons- nous  eu 
d'autre  objet  dans  les  détails  que  nous  ve- 
nons de  donner ,  que  de  faciliter  les  moyens 
de  fe  mettre  au  fait  des  fraftions  continues 
&  de  leurs  ufa  ges ,  dans  cette  vue  nous  ajou- 
terons encore  l'exemple  fuivant. 

Exemple    IL 

21.  Nous  avons  déjà  donné,  (art. 8), 
la  fra61:ion  continue  qui  exprime  le  rapport 
de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre^, 
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en  tant  qu'elle  réfulte  de  la  fra8ion  de  Lu- 
dolph;  ain(i  il  n'y  aura  qu'à  calculer,  de  la 
manière  enfeignée  dans  l'exemple  précé- 
dent ,  la  férié  des  fraftions  convergentes 
vers  ce  même  rapport ,  laquelle  fera 

3?  7?  15?   I?    ^9^»      i>        ïj  I' 

5_   î2   333   3j_5   1C3993   104348   ao83jj   iH"^ 
l'y'  106'  113'  33102  '  33215  '  66317  '  99532  % 

2?   ij    3»    I9    14, 

835719   1146408   4^7^94?    541935^    Soi438?7 
265381  '  364913  '  1360120  5  1725033  ^  25510582' 

2,       I  ,       I  ,       2, 

165707065   24^850922   41T5579S7   106896689S 
52746197  '  78256779  '  131002976'  340262731  ' 

2,       2,        2,         I, 

2549491779      6167950454       148853926S7       21053343141   • 
S11528438  '    1963319607  '     473S167652  '    6701487259  > 

84,  2,  I, 

1783366216531      35S7785776203      5371151992734 
567663097408  '   1142027682075  '   1709690779483  ' 

S958937768937      T397552'8526789       428224593349304 
2851718461558'     44485467702853   -^    136308121570117  > 

139  I'  4> 

5706674932067741      6134899525417045     3024627303373 ^9^ï   ' 
1^16491048114374  ^  1952799169684431  '   9627687726852338  > 

Ee  ii; 
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i. 

6, 

66617445 î9z8SS8S7 

430010946591069243 

21208174623389167  9 

136876735467187340  > 

6, 

I. 

164669312^13930434^ 

3076704071730373588 

841468587416513207  '  979345312893700547  * 

Ces  fraftions  feront  donc  alternative- 
ment plus  petites  &  plus  grandes  que  la 
vraie  raifon  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre,  c'ell-à-dire  que  la  première ^  fera 
plus  petite,  la  fecoixle— plus  grande,  & 
ainli  de  fuite  ;  &  chacune  d'elles  appro- 
chera plus  de  la  vérité  que  ne  pourroit  faire 
toute  autre  fratlion  oui  feroit  exprimée  en 
termes  plus  (impies ,  ou  ,  en  général ,  qui 
auroit  un  dénominateur  moindre  que  le  dé- 
nominateur de  la  fraftion  fuivante  j  de  forte 
que  l'on  peut  affurer  que  la  fra6lion  \  ap- 
proche plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fra-Slion  dont  le  dénominateur 
feroit  moindre  que  7  j  de  même  la  fra6lion 
—  approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
autre  fra6lion  dont  le  dénominateur  feroit 
moindre  que  i  o5 ,  &  ainfî  des  autres. 
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Quant  à  l'erreur  de  chaque  fraftion,  elle 
fera  toujours  moindre  que  l'unité  divifée 
par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fraftion  par  celui  de  la  fraftion  fuivante. 
Ainfi  l'erreur  de  la  fra61ion  \  fera  moindre 
que  -,  celle  de  la  fraftion—  fera  moindre 
que  -^ ,  &  ainii  de  fuite.  Mais  en  même 

L        7  .  100  ■' 

temps  l'erreur  de  chaque  fraftion  fera  plus 
grande  que  l'unité  divifée  par  le  produit  du 
dénominateur  de  cette  fra6}ion ,  par  la  fom- 
me  de  ce  dénominateur ,  &  du  dénomina- 
teur de  la  fraélion  fuivante  ;  de  forte  que 
Terreur  de  la  fra61ion  \  fera  plus  grande  que 
|,  celle  de  la  fra6î:ion  —  plus  grande  que 
——<,  &  ainfi  de  fuite,  (art.  14). 

Si  on  vouloit  maintenant  féparer  les  frac- 
tions plus  petites  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre ,  d'avec  les  plus  gran- 
des ,  on  pourroit ,  en  inférant  les  fraftions 
intermédiaires  convenables  ,  former  deux 
fuites  de  fra6lions ,  les  unes  croißantes  & 
les  autres  décroisantes  vers  le  vrai  rapport 

Ee  iv 
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àowi  il  s'agit  j  on  auroit  de  cette  manière 

F  raclions  plus  pentes  que  ~.~  , 

5_       27       4^       ^      21      ^       nj       £V7       '-9      201      215 
1'     S9    ij9    22'2v^9    36  9     43  9'50'"l75"64  97ï' 
24^5       267        289       3M        3r?       6S8        1043        1^98       175:5 

78    5     S5    '      91  9     99  9    106'    219  '     332    5    "445   9    758  > 
aio8       246^        r- 

671   '     7S4   '    ^^' 

Fractions  plus  Strandes  que^-^~  , 

47    10   15   i(^   19   22   ^lîî   10^348   3126S9  • 
i929  39  49   j9  6'  7'  113  9  3321J  9  9953a  * 
1146408   5419351   85-5'i32o8   165:707065   411557987 
36493  9  1725033  '  27235615'  J2746J97  '  131002976' 
Î480524883   /v 
47)265707  ' 

Chaque  fraLlion  de  la  première  férié 
approche  plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fra6lion  exprimée  en  termes 
plus  {impies  ,  &  qui  pécheroit  aufîi  par  dé- 
faut 5  &  chaque  fraftion  de  la  féconde  férié 
approche  aufli  plus  de  la  vérité  que  ne  peut 
-faire  aucune  autre  fra6liün  exprimée  en 
termes  plus  fimples  &  péchant  par  excès. 

Au  reile  ces  fériés  deviendroient  fort 
prolixes  ,  (i  on  vouloir  les  pouffer  auflî 
J^in  que  nous  avons  fait  celle  des  fradions 
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principales  donnée  ci-defTus.  Les  bornes 
de  cet  Ouvrage  ne  nous  permettent  pas  de 
les  inférer  ici  dans  toute  leur  étendue  ;  mais 
on  peut  les  trouver  au  befoin  dans  le  chap. 
XI  de  l'Algèbre  de  Wallis ,  {Operum  Ma- 
themat.  vol.  II.) 

Remarque. 

22.  La  première  folurion  de  ce  problème 
a  été  donnée  par  Wallis  dans  un  petit  Traité 
qu'il  a  joint  aux  (Euvres  pofthum.es  d'Hor- 
rocius  ,  &  on  la  retrouve  dans  l'endroit 
cité  de  fon  Algèbre  ;  mais  la  méthode  de 
cet  Auteur  eft  indire6te  &  fort  laborieufe. 
Celle  que  nous  venons  de  donner  eft  due 
à  Huyghens ,  &  on  doit  la  regarder  comme 
une  des  principales  découvertes  de  ce  grand 
Géomètre.  La  conilruftion  de  fon  auto- 
mate planétaire ,  paroît  en  avoir  été  l'oc- 
cafion.  En  effet  il  ell  clair  que  pour  pouvoir 
repréfenter  exadlement  les  mouvemens  &: 
les  périodes  des  planètes  ,  il  faudroit  em- 
ployer des  roues  où  les  nombres  des  dents 
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fulTent  précifémentdans  les  mêmes  rapports 
que  les  périodes  dont  il  s'agit;  mais  comme 
on  ne  peut  pas  multiplier  les  dents  au-delà 
d'une  certaine  limite  dépendante  de  la 
grandeur  de  la  roue ,  &  que  d'ailleurs  les 
périodes  des  planètes  font  incommenfura- 
bles ,  ou  du  moins  ne  peuvent  être  repré- 
fentées  avec  une  certaine  exa61itude  que 
par  de  très-grands  nombres;,  on  efl:  obligé 
de  fe  contenter  d'un  à-peu- près  ^  &  la  dif- 
ficulté fe  réduit  à  trouver  des  rapports  ex- 
primés en  plus  petits  nombres ,  qui  appro- 
chent autant  qu'il  eft  poffible  de  la  vérité , 
&  plus  que  ne  pourroient  faire  d'autres 
rapports  quelconques  qui  ne  feroient  pas 
conçus  en  termes  plus  grands. 

M.  Huyghens  réfout  cette  quellion  par 
le  moyen  des  fra61ions  continues ,  comme 
nous  l'avons  fait  ci-deffus  ;  il  donne  la  ma- 
nière de  former  ces  fraftions  par  des  di- 
viiions  continuelles ,  &  il  démontre  enfuite 
les  principales  propriétés  des  fraftions  con- 
vergentes qui  en  réfultent ,  fans  oublier 
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même  les  fra61ions  intermédiaires.  Voyez 
dans  Tes  Opera  poßhuma  le  Traité  intitulé 
Defcripno  automatï  planetarii. 

D'autres  grands  Géomètres  ont  enfuite 
coniidéré  les  fractions  continues  d'une  ma- 
nière plus  générale.  On  trouve  fur-tout  dans 
les  Commentaires  de  Pétersbourg ,  (tom. 
IX  &  XI  des  anciens ,  &  tom.  IX  &  XI 
des  nouveaux  )  ,  des  Mémoires  de  M^ 
Euler  remplis  des  recherches  les  plus  fa- 
vantes  &  les  plus  ingénieufes  fur  ce  fujet; 
mais  la  théorie  de  ces  fraftions ,  envifagée 
du  côté  arithmétique  qui  en  eft  le  plus  in- 
téreffant ,  n'avoir  pas  encore  été ,  ce  me 
femble,  autant  cultivée  qu'elle  le  méritoit  j 
c'efi:  ce  qui  m'a  engagé  à  en  compofer  ce 
petit  Traité  pour  la  rendre  plus  familière 
aux  Géomètres.  Voyez  auffi  les  Mémoires 
de  Berlin  pour  les  années  1767  &  1768. 

Au  refle  cette  théorie  efl  d'un  ufage  très- 
étendu  dans  toute  l'Arithmétique ,  &  il  y 
a  peu  de  problèmes  de  cette  fcience ,  au 
moins  parmi  ceux  pour  lefquels  les  règles 
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ordinaires  ne  fuffifent  pas ,  qui  n'en  dépen- 
dent direftement  ou  indireftement.  M^. 
Jean  BernouUi  vient  d'en  faire  une  appli- 
cation heureufe  &  utile  dans  une  nouvelle 
efpece  de  calcul  qu'il  a  imaginé  pour  fa- 
ciliter la  conftrudHon  des  tables  de  parties 
proportionnelles.  Voyez  le  tome  I  de  fon 
Recueil  pour  Us  Aflronomes, 


4> 


^  I  .«.«..«..Kl     fi 

>4 
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PARAGRAPHE  II. 

Solutions  de  quelques  Problèmes  curieux  & 
nouveaux  d' Arithmétique, 

V^CJOIQUE  les  problèmes  dont  nous 
allons  nous  occuper  aient  un  rapport  im- 
médiat avec  le  précédent,  &  dépendent 
des  mêmes  principes  ,  nous  croyons  cepen- 
dant devoir  les  traiter  d'une  manière  di- 
re6le ,  &  fans  rien  fuppofer  de  ce  qui  a 
été  démontré  jufqu'ici. 

On  aura  par  ce  moyen  la  fatisfa8:ion  de 
voir  comment  dans  ces  fortes  de  matières 
on  efl:  néceffairement  conduit  à  la  théorie 
des  fra6lions  continues  j  d'ailleurs  cette 
théorie  fen  deviendra  beaucoup  plus  lumi- 
neufe  ,  &. recevra  par-là  jde  nouveaux  de- 
grés de  perfeftion. 

'.Probleme     I. 
23.  Etant  donnée  une  quantité poßtive  a, 
rationnelle,  ou  noîï^  &  ftippofant  que  p  <&  q 
ne  puijjeni  être  que  des  nombres  entiers  po- 
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ßtijs  &  premiers  entrcux ,  on  demande  de 
trouver  dts  valeurs  de  ^  &  (^^  telles  que  la 
valeur  de  p — aq,  {abßraclion  faite  du ßßne)  , 
foitplus  petite  quelle  ne  ferait ,  fi  on  donnoit 
^  p  6'  q  des  valeurs  moindres  quelconques. 

Pour  pouvoir  réfoudre  ce  problème  di- 
reftement ,  nous  commencerons  par  fup- 
pofer  que  l'on  ait  en  efFet  déjà  trouvé  des 
valeurs  àe  p  Se  q  qui  aient  les  conditions 
requifes  ;  donc  prenant  pour  /  &/des  nom- 
bres quelconques  entiers  pofitifs  moindres 
que  p  ßc  q ,  il  faudra  que  la  valeur  de  p 
— -aq  foit  moindre  que  celle  de  r — af,  abf- 
traftion  faite  des  fignes  de  ces  deux  quan- 
tités, c'eft-à'dire  en  les  prenant  toutes  deux 
pofitivement.  Or  je  remarque  d'abord  que 
il  les  nombres  r  &  f  font  tels  que  pf — qr 
=+ 1  ,  le  figne  fupérieur  ayant  lieu  lorfque 
p  —  aq  eft  un  nombre  pofîtif ,  &  l'inférieur^ 
lorfque  p  —  aq  efl:  un  nombre  négatif,  on 
Jùn  peut  conclure  en  général  que  la  valeur 
de  toute  expreffion  y — a^  fera  toujours 
plus  grande,  (abilraélion  faite  du  figne), 
que  celle  de  p — aq ,  tant  qu'on  ne  donnera 
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à  :{  &  à  y  que  des  valeurs  entières ,  moin- 
dres que  celles  de  />  &  ^. 

En  efFet,  il  eft  clair  qu'on  peut  fuppofer 
en  général 

/  &  w  étant  deux  inconnues  ;  or  par  la  réfo- 
lution  de  ces  équations  on  a 

pf-qr  î  qr-pf 

donc,  à  caufe  de /?/— ^^±=+1  ?  ^^=^^ify 
- — r^)\  &«:=-f-(^j)/ — pr^);  d'où  Ton  voit 
que'  f  6c  u  feront  toujours  des  nombres  en- 
tiers";'puifque  /?,  q^  r,f^y^  :r  font  fup^ 
pofés  entiers. 

Donc,  t  Se  w  étant  des  nombres  entiers, 
èc  fy  q ,  r,  ./des  nombres' entiers  poiitifs, 
il  eu.  clair  que  pour  que  les  valeurs  de  y 
^  ^  foient  moindres  que  c-eUes  de  p  8c  q-, 
il  faudra  nécefTairement  que  tes  nombres 
t  :ßc  u  foient  de  ßgnesi  différent.. 
-..Maintenant -je  remarque  que  la  valeur 
de  r — -a/ fera  aulTi  de  différent  figne  que 
celle  de  p — aq  i'czt  faifant  p^—äq:==^P^ 
8c  r'^af=^R  ,  Ot\'mra.^:^a^jy  j:z=a 
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-j-^;  mais  réquation  pj'—qr=z:z+i  ,  donne 

P  '■  I    ï         J  P         R  ,1  j 

q7~±lri   ^OîlC-  — ^=:+-^y    donC  , 

puifqu'on  fiippoie  que  le  ligne  ambigu  foit 
pris  conformément  à  celui  de  la  quantité 
p — aq  ou  P  y  il  faudra  qu6  la  quantité  - 
— j  foit  pofitive ,  {i  P  eil  pofitif,  &:  né- 
gative, {i  P  eft  négatif  j  or  comme  /eft 
<^q^  Sz  que  R  eil  plus  grand  que  P,  {hyp.) , 
il  eil  clair  que  y,  fera  à  plus  forte  raifon  plus 
grand  que-,  ( âbilraffion  faite  du  iignejj 
donc  la  quantité  -—-.  fera  toujours  deiigne 
diiférent  de  ->,  c'eil-à-dire  de  Ry  puifqU^ 
/efl:  poiîtif  j  donc  P  èi  R  feront; né.ç^i^* 
fairement  de  iignes  diiTéfens.        -  ,-;..  \ 

Cela  poi'é  ,  on.  aura  ^  en  fubftituant,  tes 
valeurs  ci-delTus  de  y  &,  {,  y'^a'^h=i(f 
—  aq)t-\~{r — üf.).u=^Pi-\-Ru  ;  OfipC'k 
étant  de  fignes'  dilïérens,  außi  bien  que;  P 
8c  R,  il  ell  clair  que  Pt  &  Ru  feront ^es 
quantités  de.;  mêmes  iignes  j  donc  puisque 
i  &  K  font ;d-ailleurs  des  nombres  entiers-^ 
ir  ePc  vifible  que  la  valeur  de  j^^^'  Ihr  a. 
joujouf  s  plus  grande  quç  P  ^^  cLeil-  à  -  dire 

que 
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que  la  valeur  de  p — aq  ,  abflraction  fane 
des  fignes. 

Mais  il  refle  maintenant  à  (avoir  (i ,  les 
nombres  p  ^  q  étant  donnés ,  on  peut  tou- 
jours trouver  des  nombres  r  ^  J  moindres 
que  ceux-là,  &  tels  que  pf—qf~-ji^  ,  les 
fignes  ambigus  étant  à  volonté  ^  or  cela  fuit 
évidemment  dç  la  théorie  des  traquons  con- 
tinues ;  mais  on  peut  aufh  le  démontrer, di- 
rectement &   indépendamment   de    cetre 
théorie.  Car  la  difficulté  fe' réduit  à  prouver 
qu'il  exifte  nécelTairement  un  nombre  entier 
polîtif  &  moindre  que  p ,  lequel  étant  pris 
pour  /-,  rendra  ^/-+i  diviiible  par  p  ;  or 
fuppofons  qu'on  lubftitue  fucceßivement  à 
la  place  de  r  les  nombres  naturels  1,2, 
3  ,  &c,  jufqu'à  /?,  &:  qu'on  divife  les  nom- 
bres q+{ ,  2^+1 ,  3^  +  1  ,  &c,  pq  +  i  par  ^£7, 
on  aura/?,  reiles  moindres  que/?,  qui  feront 
néceflairement  tous  différens  les  uns  â^es 
autres;  car  fi,  par  exemple ,  mq+i  Se  nq 
+  1 ,  (/72  &  7z  étant  des  nombres  entiers  dif- 
férens  qui  ne  farpaiTent  pas  p  )  ,  étant  di- 
vifés  par  p ,  donnoient  un  m.ême  refte  ,  il 
Toms  IL  F  f 
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eft  ciair  que^  leur  difTirence ,  (/;z  —  /z)^, 
devroit  être  diviiible  par/>  ;  or  c'efl  ce  qui 
ne  fe  peut ,  à  caufe  que  q  efl:  premier  à/», 
Ôc  que  m — n  eft  un  nombre  moindre  que/?. 
Donc ,  puiique  tous  les  refies  dont  il  s'agit , 
font  des  nombres  entiers  pofitifs  moindres 
que/7  &  différens  enrr'eux ,  &  que  ces  reftes 
font  au  nombre  de/? ^  il  efl  clair  qu'il  faudra 
néceffairement  que  le  zéro  fe  trouve  parmi 
ces  refies,  6r  conféquemment  qu'il  y  ait 
un  des  nombres  ^  +  i ,  2^+1 ,  3^+i  ?  ^c* 
pq+i  ,  qui  foit  diviiible  par/?;  or  il  eft  clair 
que  ce  ne  peut  être  le  dernier;  ainfî  il  y 
aura  furement  une  valeur  de  r  moindre  que 
p,  laquelle  rendra  rq+i  divisible  par/?,- 
êz  il  efl  clair  en  même  temps  que  le  quotient 
fera  moindre  que  q  ;  donc  il  j  aura  tou- 
jours une  valeur  entière  &  pofîtive  de  r 
moindre  que/?,  &  une  autre  valeur  pareille 
(le  f  8c  moindre  que  q ,  lefquelles  fatisfe- 
ront  à  l'équation  y  =^—,  oupf—qrz=z-{-i. 
24.  La  queflion  efl  donc  réduite  main- 
tenant à  trouver  quatre  nombres  entiers  & 
ponufs,  p ,  <]  y  ^'7  /,  <^ont  les  deux  derniers 
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foient  moindres  que  les  premiers,  c'efl-à- 
dire  r<C^p  ^  /<  q ,  &  qui  foient  tels  que 
pf — qr:=z^^i  ,  que  de  plus  les  quantités  p 
—  aq  ^  r — a/ foient  de  (ignés  différens,* 
&  qu'en  même  temps  r — j/foit  une  quan- 
tité plus  grande  que  p  —  aq^  abAraftioii 
faite  des  iignes. 

Désignons ,  pour  plus  de  {implicite ,  r  par 
p'  &/par  q' ,  en  forte  que  Ton  dSxpq' — qp"^ 
=r+i  ;  &  comme  q^  q\  {^yp')->  ^<^it  /* 
le  quotient  qui  proviendroit  de  la  divifion 
de  q  par  q\  6l  foit  le  reile  ^",  qui  fera 
par  conféquent  <  q'  ;  foit  de  même  m-'  té 
quotient  de  la  divifion  de  q'  par^",  &  ^'" 
le  relie,  qui  fera  <  ^"  ;  pareillen-ient  foit 
y-"  le  quotient  de  la  divifion  de  ^"  par  q"\ 
&c  q'"  le  relk  <  ^"' ,  &  ainfi  de  fuite ,  juf- 
qu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  refte  nul  3  on 
aura  de  cette  manière 

q     =::=y,q^       -|-^" 
q''z=f^'^q'^'-\-q^- 

OÙ  les  nombres  /-•,  y^S  /«",  &c,  feront  tous 
entiers  Ck  pofitifs ,  &  où  les  nombres  ^ ,  q'\, 
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^",  ^"',  6^c,  feront  aiifli  entiers  pofitifs, 
&  formeront  une  fuite  décroifTante  jufqu'à 
zéro. 
#      Suppofons  pareillement 

P    =^/''      +/'" 

Et  comme  les  nombres/?  &  /?'  font  regardés 
ici  comme  donnés  ,  aufli  bien  que  les  nom- 
bres/^  >  ^w-S /^"  5  «S'c.  on  pourra  déterminer 
par  ces  équations  les  nombres  /?" ,  />"  ' ,  p'^ ^ 
&c.  qui  feront  évidemment  tous  entiers. 

Maintenant ,  comme  on  doit  avoir  pf 
—  qp'z=z+\  ^  on  aura  aufli^  en  fubflituant 
les  valeurs  précédentes  de  p  &  ^ ,  &  effa- 
çant ce  qui  fè  détruit ,  /?"  ^'  —  ^"/?'  =  + 1 5 
&  fubilituant  de  nouveau  dans  cette  équa- 
tion les  valeurs  de  /?'  &  ^' ,  il  viendra  p'' 
^'■=  —  (^"p"'z=z±i  ,  &  ainfi  de  fuite  j  de 
forte  qu'on  aura  en  général 

p'r  —  ^>"  =+i 

/?"^"'   —  q''p'"=z±l 
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Donc,  fi  ^'",  par  exemple,  étoit  nul, 
on  auroit  — ^"^'"^z  +  i  3  donc  ^"^i  & 
/7"'=r  +  i  ;  mais  fi  q'^  étoit  =0  ,  on  auroit 

q'''p'':=l^l  ;  donC  ^'"=::::I  &/?'^':=z:  +  I  ; 

donc  en  général ,  fi  q?zz:zo',  on  aura  q^~^ 
=  1  ;  &  enfuite  ^p^+i  ,  ii  p  eR  pair,  & 
/jPriirljli ,  fi  p  eft  impair. 

Or,  comme  on  ne  fait  pas  d'avance 
fi  c'efl:  le  figne  fijpérieur  ou  l'inférieur  qui 
doit  avoir  lieu  ,  il  faudroit  fuppofer  fuc- 
ceffivement  p^=i  &  =^ — i  ;  mais  je  re- 
marque que  l'on  peut  toujours  ram.ener  l'un 
de  ces  cas  à  l'autre  j  &  pour  cela  il  efi:  clair 
qu'il  fuffit  de  prouver  qu'on  peut  toujours 
faire  en  forte  que  le  p  du  terme  ^p  qui  doit 
être  nul ,  foit  pair  ou  impair  à  volonté. 
En  eßet,  fuppofons  ,  par  exemple,  que  f^ 
foit  =0  ,  on  aura  donc  ^' " ^^ i  &  ^"  >  i , 
c'eil-àdire  ^":=;:2  ou  >  2 ,  à  caufe  que 
les  nombres  q,  q' ,  ^",  &c,  forment  natu- 
rellement une  férié  décroifîante  ;  donc , 
puifque  ^"=^At"^"'H-^'%  on  aura  ^";=:At"', 
de  forte  que  z^"  fera  =:  ou  >  2  ;  ainfi  on 
pourra,  fi  l'on  veut,  diminuer  iw"  d'une 

Ff  iij 


4)4         Additions, 

unité ,  fans  que  ce  nombre  devienne  nul, 
&  alors  ^"',  quiéroit  rii^o,  deviendra  =1 , 
&  q'  fera  =Oj  car  mettant  a^"  —  i  à  la 
place  de  /^"  ,  on  aura  ^"=:(yw."  —  i)^'" 
■^if-,  mais^"=:A^'-,  ^"'=i;donc^"'=ri; 
enfuite  ayant  ^"'=/^"'^"'  +  ^'',  c'eft-à-dire 
i^z^fx'"' -V-q^  ^  on  aura  néceffairement  a<-"' 

De-là  on  peut  donc  conclure  en  général 
que,  il  qp^ziO,  on  aura  qf-^  =  i  ßz  fe=:+iy 
le  (igne  ambigu  étant  à  volonté. 

Maintenant  ^  fi  on  fubftitue  les  valeurs 
âe  p  Si  q  données  par  les  formules  précé- 
dentes dans/?  —  aq y  celles  de/?'  &  q'  dans 
/?'  —  aq'  j  &  ainfi  des  autres  ;,  on  aur,a 

p     — aq    =/x    (/)'    — aq'   ) +/?" — aq'' 
f    —aq'   —H-'    (p''  —aq")~\-p"'—aq"' 
/?'■  --aq"=/4"  (p'''—aq'")-{-p'''—aq''' 

&c, 
d'où  l'on  tire 

/?' — aq'    ^  /?'  —  aq' 
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-/?'"  /)" — a^' 


Or  comme,  {hyp.)^  les  quantités/?  —  aq 
&  /?' — aq'  font  de  fignes  différens ,  &  que 
de  plus/?' — aq'  doit  être  ,  (abflraftion  faite 

des  fignes)  >/? — aq^  il  s'enfuit  que^ 


p  —aq' 

fera  une  quantité  négative  &  plus  petite  que 
l'unité.  Donc  ,  pour  que  1^  foit  un  nombre 
entier  poiitif ,  comme  il  Je  faut ,  il  eft  clair 

-    -I  I  _u 

que  -^ ^  doit  être  une  quantité  poli- 

tive  plus  grande  que  l'unité  ;  &  il  eil  vi- 
fible  en  même  temps  que  ^  ne  peut  être 
que  le  nombre  entier ,  qui  eil  immédiate- 

ment  moindre  que  --^^^ —.  c'eft-àdire, 

^       /?'  — aq'  ' 

qui  efl  contenu  entre  ces  limites  -^ ^ 

/?— a^ 

flc?" — ^o"  o  —  aq 

OC  — ^; ^- Il  car  puiique  —  -^ ~ 

p—aq'  '  *      ^  /?■ — a^' 

Ffiv 
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_  _i I      _i I 

^  o  oc  <  I  ,  on  aura  /^  < ^— ,  oc 

p'  —  af 

De  même  ,  puifque  nous  venons  de  voir 

ag" — p"    ,   .    ^  .  ,       ^ 

que  -^^^ —  doit  être  une  quantité  poii- 

tive  plus  grande  que  l'unité ,  il  s'enfuit  que 

— ^,  fera  une  quantité  négative  plus 


petite  que  Tunité ,  (  je  dis  plus  petite  que 
l'unité,  en  faifant  abitraftion  du  figne). 
Donc ,  pour  que  z^'  foit  un  nombre  entier 

pofîtif,  il  faudra  que    '^ ~-  foit   une 

^  ^       p    — aq 

quantité  pofitive  plus  grande  que  l'unité , 
&  le  nombre  y-'  ne  pourra  être  par  confé- 
quent  que  le  nombre  entier ,  qui  fera  im- 
médiatement au-deffus  de  la  quantité 

p'' — a^"  * 

On  prouvera  de  la  même  manière  &  par 
la  confidération ,  que  y"  doit  être  un  nom- 

I  V__^  „IV 

bre  entier  pofîtif,  que  la  quantité  ~-~^ —-^ 
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fera  néceflairement  pofîtive  &  au-defTüs  de 
Tunité  ,  &:  que  /><-"  ne  pourra  être  que  le 
nombre  entier  ,  qui  fera  immédiatement 
au-defîbus  de  la  même  quantité,  &  ainfi 
de  fuite. 

Il  s'enfuit  de-îà,  1°.  que  les  quantités 
^ — aq,  p"  —  ^q' -,  p"'  —  aq'\ùc,  feront  fuc- 
ceffivement  de  fignes  différens ,  c'eft-à-d. 
alternativement  polltives  &  négatives ,  & 
qu'elles  formeront  une  fuite  continuellem.ent 
croiiïante  ;  2^.  que  lî  on  déngne  par  le  figne 
<[  le  nombre  entier  y  qui  efl:  immédiate- 
ment moindre  que  la  valeur  de  la  quantité 
placée  après  ce  ligne  ,  on  aura  pour  la  dé- 
termination des  nombres  /^^  /wS  /^'S  &c, 
aq  —p 


aq''' — / 
p  ~aq 
aq   —p 


p  — ^^ 

Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  férié 
^ ,  q\  q'\  &c,  doit  fe  terminer  par  zéro , 
&  qu'alors  le  terme  précédent  fera  =  1 ,  & 
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le  terme  correfpondant  à  zéro  dans  l'autre 
férié  /7,  r)\  p'\  (S'c.  fera^^  +  i  ^  voloiité. 

Ainfî  fuppofons ,  par  exemple  ,  que  l'on 
ait  ^"  =  0,  on  aura  donc  q''':^^\  &  /p'^'^^i  ^ 
donc  p'''~af'zz=:p"'—a  ,  &  /^— j^"  — 1  ; 
donc  il  faudra  que  /;"' — a  foit  une  quantité 
négative  &  moindre  que  i  ,  abftrafîicn 
faite  du  figne  ;  c'efl-à-dire  que  a — p''^  devra 
être  >o  &  <i  ;  de  forte  qoe/»"' ne  pourra 
être  que  le  nombre  entier  ,  qui  fera  immé-" 
diatement  au-deiTous  de  a  ;  on  connoîtra 
donc  les  valeurs  de  ces  quatre  termes 

p  <^     q  =1  j 

à  l'aide  defquelles  on  pourra ,  en  remontant 
par  les  formxules  ci-defTus ,  trouver  tous  les 
termes  précédens.  En  effet  on  aura  d'abord 
la  valeur  de  m"  ,  enfuite  on  aura  /?"  &  ^"  par 
les  formules /?"==/>c"/?"'-|-/>"^  &  ^"=/x'"^'" 
+^"'  ;  de-là  on  trouvera  h-'  &  enfuite/?'  &  f , 
&  ainfi  du  refte. 

En  général  foit  ^"^=0,  on  aura  q^'"-  & 
^?z=ri  5  &  on  prouvera,  comme  ci-deiTus, 
que/?'"*  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier 
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qui  efl  immédiatement  au-defTous  de  a^  de 
forte  qu'on  aura  ces  quatre  termes 

enfuite  on  aura 

agP — pf                 I 
/yi-2  ^  i IL-  ^ 

^  pf-'  —  af-'       a — ■p^-'- 

i^p-3  ^  -1 1_L 

^  pf-^J^af'- 
pf-'i  =fiP-3^?-i  -{-^f-ï  j  ^p-3  =zfx^-3  qf-^  4.  ^P-ï , 
&■  ainfi  de  fuite. 

On  pourra  donc  remonter  de  cette  ma- 
nière aux  premiers  termes/»  &  ^y  mais  nous 
remarquerons  que  tous  les  termes  fuivans  , 
/?'  5  ^' ,  p"  ,  ^"  ,  &c,  jouiffent  des  mêmes 
propriétés  que  ceux-là,  &  réfolvent  éga- 
lement le  problème  propofé.  Car  il  eft  vi- 
fîble  par  les  formules  précédentes  que  les 
nombres  p,  p' ^  p'\  &c,  ^  q  ^  q\  ^" ,  &c. 
font  tous  entiers  poßtifs  ,  &  forment  deux 
fériés  continueilement  décroisantes ,  dont 
la  première  fe  termine  par  Tunité ,  &  la  fé- 
conde par  zéro. 
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De  plus  ,  on  a  vu  que  ces  nombres  font 
tels ,  que  pq^ — qp'z=-^i  ,  p'q'' — ^yii^^li, 
&c.  &  que  les  quantités  p  —  ciq  ^  p'  —  ciq\ 
f — aq^' ,  6'c.  font  alternativement  pofitives 
&:  négatives,  &  forment  en  même  temps 
une  fuite  continuellement  croiflante.  D'où 
il  fuit  que  les  mêmes  conditions  qui  ont  lieu 
entre  les  quatre  nombres/?,  ^,  /•,/,  ou/?, 
q-t  p\  q\  &  d'où  dépend  la  folution  du 
problème,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  ont 
lieu  également  entre  les  nombres  p\  ^' , 
/?" ,  ^" ,  &  entre  ceux-ci ,  /?"  y  ^"  ,  /?'" ,  f\ 
&  ainß  de  fuite. 

Donc ,  en  commençant  par  les  derniers 
termes  /?p  &  /  ,  &  remontant  toujours  par 
les  formules  qu'on  vient  de  trouver,  on 
aura  fucceffivement  toutes  les  valeurs  de  p 
&  q  qui  peuvent  réfoudre  la  queftion  pro- 
pofée. 

25.  Comme  les  valeurs  des  termes  /jp, 
/?■'"%  ùc.  q^,  q^-\  &c,  font  indépendantes  de 
l'expofant  p ,  nous  pouvons  en  faire  abf- 
tracilion ,  &  déligner  les  termes  de  ces  deux 
fériés  croifTantes  de  cette  manière  ^ 
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P%  P\  P'\  f\  r\  ^C.  q%  q\  f,  f\  f,  &C. 

ainfî  nous  aurons  les  déterminations  fui- 
vantes , 
/?°c=i  ^°=o 

/?•  :=ryw  q'  =z  I 

p''~M-' p'  -\-l  q^—M-' 

p'^zz:^  ^.■"^■"_j-^"  q'^  =  /-t'"^"?-j-  ^" 

Enfuite 

aq — p        a — /^ 
ad"  —  0' 


/.-< 


^^    —p 

p    —aq 
OÙ  le  fîgne  <  dénote  le  nombre  entier  qui 
eft  immédiatement  moindre  que  la  valeur 
de  la  quantité  placée  après  ce  figne. 

On  trouvera  ainfi  fucceffivement  toutes 
les  valeurs  dç  p  Se  q  qui  pourront  fatisfaire 
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au  problème,  ces  valeurs  ne  pouvant  être 
que  les  termes  correfpondans  des  deux  iëries 

Corollaire     I. 
26.  Si  on  fait 


b 

P- 

-f 

aq'- 

-p' 

c 

"?■ 

p' 

P"- 

-af 

7 

r- 

-af 

on  aura ,  comme  il  efl:  facile  de  le  voir , 

a  —  /«A 
I 


(1=: ,    &C, 

&  i^<ö,  i^"<b,  i^"<c,  f^'"<d,  &c,  donc 
les  nombres  t^,  f-^  !^'\  &c,  ne  feront  autre 
chofe  que  ceux  que  nous  avons  défîgnés 
par  rt,  ß^  y^  &c,  dans  Tart.  3,  c'efl-à  dire 
que  ces  nombres  feront  les  termes  de  la 
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frafllon  continue  qui  repréfenre  la  valeur 

de  ^  ,  en  forte  que  l'on  aura  ici 
i 

Par  conféqueiit  les  nombres  p' ,  /?'%  /?"', 
&c.  feront  les  numérateurs ,  &:  ^' ,  ^" ,  ^"', 
6';:.  les  dénominateurs  des  frayions  con- 
vergentes vers  a ,  fraftions  que  nous  avons 

défignées  ci-devant  par  -j^,  -^,  -^, ,  é'c. 

(art.  10). 

Ainfi  tout  fe  réduit  à  convertir  la  valeur 
de  a  en  une  fra61ion  continue ,  dont  tous 
les  termes  foient  pofitifs ,  ce  qu'on  peut 
exécuter  par  les  méthodes  expofées  plus 
haut  ,  pourvu  qu'on  ait  foin  de  prendre 
toujours  les  valeurs  approchées  en  défaut; 
enfuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  former  la  fuite 
des  fraftions  principales  convergentes  vers 
ö,.&  les  termes  de  chacune  de  ces  frac- 
tions donneront  des  valeurs  de  /?  &  ^  ,  qui 
réfoudront  le  problème  propofé;  de  forte 
que  -  ne  pourra  être  qu'une  de  ces  mêmes 
fraftions. 
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Corollaire      II. 

27.  Il  réfulte  de-ià  une  nouvelle  pro- 
priété des  fraânons  dont  nous  parlons  ; 
c'eil:  que  nommant  ^  une  des  fractions 
■principales  convergentes  vers  a,  (pourvu 
qu'elles  foient  déduites  d'une  fraftion  con- 
tinue, dont  tous  les  termes  foient  pofitifs)  , 
la  quantité/» — aq  aura  toujours  une  valeur 
plus  petite  ,  (  abilraélion  faite  dû  figne  )  , 
qu'elle  n'auroit ,  fi  on  y  mettoit  à  la  place 
de  /?  &  ^  d'autres  nombres  moindres  quel- 
conques. 

Probleme     II. 

28.  Etant  proposée  la  quantité 

Ap'"  +  Bp'"-'q-hCp'""-q'  +  ,  &:c. +Vq'", 
dans  laquelle  A  ,  B  ,  C  ,  ^c.  font  de^  nom' 
bres  entiers  donnés  pojuifs  ou  négatifs ,  & 
ou  p  &  ({font  des  nombres  indéterminés  quon 
fuppofe  devoir  être  entiers  &  poßtifs  y  on  de- 
mande quelles  valeurs  on  doit  donner  à  p  (îr'  q , 
pour  que  la  quantité  proposée  devienne  la  plus 
petite  qiiil  eß  poßible. 

Soient  a 5  /3,  y^  ^c.  les  racines  réelles, 

2: 
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Si  )u  +  '' V  —  1 ,  7r+py/_i ,  &c,  les  racines 
imaginaires  de  l'équation 

on  aura  par  la  théorie  des  équations  Ap"* 

(p-^g)(p-ßq)(p-7q):^  (/?-  (/^+f  \/-l)^) 
(p—(f^-^\/-.l)q)(p^(7r+py/^l)q) 

{p—{^-?\/-l)q).,.,=:A{p-'c,q)  {p—ßq) 

(p''yq\..({p-y'qy+'Y)(.(p--'^^y-^f^'f)-" 

Donc  la  queftion  fe  réduit  à  faire  en 
forte  que  le  produit  des  quantités  p — «^, 
p—ßq,p—yq,  &c.  &  {p—i'^qy-+'"q% 
{p — '^qY-\-9^q'  y  6*c.  foit  le  plus  petit  qu'il 
efl  pofîible  ,  tant  que  p  ^  q  font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs. 

Suppofons  qu'on  ait  trouvé  les  valeurs 
àe  p  ^  q  qui  répondent  au  minimum  ;  & 
{\  l'on  met  à  la  place  de  /?  &  ^  d'autres 
nombres  moindres,  il  faudra  que  le  pro- 
duit dont  il  s'agit ,  acquière  une  valeur 
plus  grande.  Donc  il  faudra  néceflairement 
que  quelqu'un  des  fafteurs  augmente  de 
valeur.  Or  il  eil  vifibie  que  li  «,  par  exemo. 
Tome  II,  G  2: 
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étoit  négatif,  le  fa^leur/? — ^q  diminueroit 
toujours ,  lorfque  />  &  ^  décroîtroient  j  la 
même  chofe  arriveroit  au  fafteur  {p—f^qY 
-}-f'^%  fi /W  étoit  négatif  j  &  ainii  des  au- 
tres ;  d'où  il  s'enfuit  que  parmi  les  faveurs 
fimples  réels  il  n'y  a  que  ceux  où  les  ra- 
cines font  pofitives ,  qui  puiflent  augmenter 
de  valeur  ;  &  parmi  les  fa8-eurs  doubles 
imaginaires,  il  n'y  aura  que  ceux  oii  la 
partie  réelle  de  la  racine  imaginaire  fera 
pofitive ,  qui  puiflent  augmenter  auiîi  ;  de 
plus  il  faut  remarquer  à  l'égard  de  ces  der- 
niers, que  pour  que  (/? — i"^)^-}"'''/  ^^Z' 
mente  tandis  que  p  ^  q  diminuent ,  il  faut 
néceiTairement  que  la  partie  {p — i-^qY  aug- 
mente, parce  que  l'autre  terme  v^q^  diminue 
néceilairement  j  de  forte  que  l'augmenta- 
tion de  ce  fafteur  dépendra  de  la  quantité 
p  —  y.  j  ^  ßi  ainfi  des  autres. 

Donc  les  valeurs  dep  &L  q  qui  répondent 
au  minimum  ,  doivent  être  telles  que  la 
quantité/?  —  aq  augmente  ^  en  donnant  kp 
&  q  àts  valeurs  moindres  ,  &  prenant  pour 
a  une  des  racines  réelles  pofitives  de  Téqua- 
tion 
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ou  une  des  parties  réelles  pofîtives  des 
racines  imaginaires  de  la  iPiême  équation , 
s'il  y  en  a. 

Soient  r  Se  f  deux  nombres  entiers  po- 
fitifs  moindres  que  p  Si  q  }  il  faudra  donc 
que  r — af{o\\.  >/? — aq  ^  (abftraftion  faite 
du  (igne  de  ces  deux  quantités).  Qu'on  fup- 
pofe ,  comme  dans  l'article  23  ,  que  ce* 
nombres  foient  tels  que  pf — qrzz^+i  ,  le 
fîgne  fupérieur  ayant  lieu ,  lorfque  p — aq 
eft  polîtive  ;  &  l'inférieur,  lorfque  p — aq 
eft  négative  j  en  forte  que  les  deux  quan- 
tités/?— aq  &  r — ^/deviennent  de  différens 
fîgnes ,  &  l'on  aura  exaftement  le  cas  au- 
quel nous  avons  réduit  le  problème  pré- 
cédent ,  (  art.  24)  _,  &  dont  nous  avons  déjà 
donné  la  folution. 

Donc  ,  (art.  26)  ,  les  valeurs  de  p  81  q 
devront  néceifairement  fe  trouver  parmi 
les  termes  des  ^radiions  principales  conver- 
gentes vers  a  ,  c'eft-à-dire  vers  quelqu'une 
des  quantités  que  nous  avons  dit  pouvoir 
être  prifes  pour  a.  Ainfi  il  faudra  réduire 
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routes  ces  quantités  en  fra61ions  continues , 
(ce  qu'on  pourra  exécuter  facilement  par 
les  méthodes  enfeignées  ailleurs),  &  en 
déduire  enfuite  les  fraftions  convergentes 
dont  il  s'agit ,  après  quoi  on  fera  fucceffi- 
vement  p  égal  à  tous  les  numérateurs  de 
ces  fra6lions  ,  &:  q  égal  aux  dénominateurs 
correfpondans,  &  celle  de  ces  fuppofitions 
qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc- 
tion propofée  ,  fera  néceflairement  auffi 
celle  qui  répondra  au  minimum  cherché. 

Remarque     I. 

29.  Nous  avons  fuppofé  que  les  nombres 
p  &  q  dévoient  être  tous  deux  pofîtifs  ;  il  efl 
clair  que  (1  on  les  prenoit  tous  deux  né- 
gatifs, il  n'en  réfulteroit  aucun  changement 
dans  \z^  valeur  abfolue  de  la  formule  propo- 
fée; elle  ne  feroit  cuo.  changer  de  figne 
dans  le  cas  où  l'expofant  m  feroit  impair  3 
&  elle  demeurercit  abfolument  la  même, 
dans  le  cas  où  l'expofant  m  feroit  pair  ;  ainfi 
il  n'importe  quels  fignes  on  donne  aux  nom- 
bres/: &  q  ,  lorfqu'on  lesfuppofe  tous  deux 
de  mêmes  fignes. 
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Mais  il  n'en  fera  pas  de  même,  fi  on 
donne  k  p  ^  q  des  lignes  différens  ;  car 
alors  les  termes  alternatifs  de  l'éauation 
propofée  changeront  de  figne  ,  ce  qui  en 
fera  changer  auffi  aux  racines  «,  ,s,  7  >  &c, 

ft  +  j/y— I,  TT  +  pv— I)  ^c.  de  forte  que 
celles  des  quantités  ^l^  ß^  y^  &c.  jj.  ,  -r,  &c. 
qui  étoient  négatives,  6^:  par  conféquent 
inutiles  dans  le  premier  cas ,  deviendront 
pofitives  dans  celui-ci ,  &  devront  être  em- 
ployées à  la  place  des  autres. 

De-là  je  conclus  en  général  que  lorfnu'on 
recherche  le  minimum  de  la  form.ule  pro- 
pofée fans  autre  refrriftion  ,  finon  que  p 
&■  q  foient  des  nombres  entiers  ,  il  faut 
prendre  fucceflivement  pour  a  toutes  les 
racines  réelles  ^l^  ß^  -y^  &c.  Q^^  toutes  les 
parties  réelles  y"?  ^5  ^c,  des  racines  ima- 
ginaires de  l'équation 
ArJ-'^Byj-'-^-C^t^-'-^-,  &c.  +7^=0, 
en  faifant  abftraftion  des  {îgnes  de  ces 
quantités  ;  mais  enfuite  il  faudra  donner  à 
/?  &  ^  les  mêmes  (ignés,  ou  des  fignes  dif- 
férens ,  fjivant  que  la  quantité  qu'on  aura 

Gg  iij 
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priTe  pour  a  ,    aura  eu  originairement  le 

figne  pofîtif  ou  le  ligne  négatif. 

Remarque     IL 

30.  Lorfque  parmi  les  racines  réelles  «, 
^,  7 ,  &c.  il  y  en  a  de  commenfurables , 
alors  il  efl:  clair  que  la  quantité  propofée 
deviendra  nulle,  en  faifant^égal  à  une  de 
ces  racines  ;  de  forte  que  dans  ce  cas  il 
n'y  aura  pas ,  à  proprement  parler  ,  de  mi- 
nimum y  dans  tous  les  autres  cas  il  fera  im- 
pofTible  que  la  quantité  dont  il  s'agit  de- 
vienne zéro ,  tant  que  p  ^  q  feront  des 
nombres  entiers  ;  or  comme  les  coefficiens 
A  j  B  ,  C ,  &c,  font  auffi  des  nombres  en- 
tiers, U^yP')  cette  quantité  fera  toujours 
égale  à  un  nombre  entier ,  &  par  confé- 
quent  elle  ne  pourra  jamais  être  moindre 
que  l'unité. 

Donc  fi  on  avoit  à  réfoudre  en  nombres 
entiers  l'équation 

Ap"" -vBf^-^ q-\-Cp'^-'*-q^ -^  &C,-\-Fq'^z=2^I^ 
il  faudroit  chercher  les  valeurs  de  p  6>c  q 
par  la  méthode  du  problème  précédent. 
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excepté  dans  les  cas  où  l'équation 
A.,"*-\-B.^-^-\-Cy,^--\^,  &c.  +r=o, 
auroit  des  racines  ou  des  divifeurs  quelcon- 
ques commenfurables  ;  car  alors  il  eil  vi- 
fible  que  la  quantité 

pourroit  fe  décompofer  en  deux  ou  pîu- 
fieurs  quantités  femblabies  de  degrés  moin- 
dres ;  de  forte  qu'il  faudroir  que  chacune 
de  ces  formules  partielles  fût  égalé  à  l'unité 
en  particulier  ,  ce  qui  donneroit  pour  le 
moins  deux  équations  qui  ferviroient  à  dé- 
terminer p  ^  q. 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs,  {Mé- 
moires de  r Académie  de  Berlin  pour  l'année 
iy68)  ^  une  folution  de  ce  dernier  pro- 
blème ;  mais  celle  que  nous  venons  d'in- 
diquer eft  beaucoup  plus  fimple  &  plus  di- 
refte,  quoique  toutes  les  deux  dépendent 
de  la  même  théorie  des  fra6lions  continues. 


Gg  iv 
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Probleme      III. 

3  1 .  0/2  demande  Us  valeurs  de  p  &  de  q^ 
qui  rendront  la  quantité 

Ap^--|-Bpq-|-Cq' 
la  plus  petite  qu'il  eß  poßible  ,    dans  l'hy- 
pothefe  quon  n'admette  pour  p  6*  q  que  des 
nombres  entiers. 

Ce  problème  n'eft,  comme  l'on  voit, 
qu'un  cas  particulier  du  précédent  ;  mais 
nous  avons  cru  devoir  le  traiter  en  parti- 
culier ,  parce  qu'il  eft  fufceptible  d'une  fo- 
lution  très-fimple  &  très-élégante ,  &  que 
d'ailleurs  nous  aurons  dans  la  fuite  occafion 
d'en  faire  ufage  dans  la  réfolution  des  équa- 
tions du  fécond  degré  à  deux  inconnues , 
en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  générale  il  faudra 
donc  commencer  par  chercher  les  racines 
de  l'équation 

lefquelles  font,  comme  l'on  fait, 
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Or,  l^fl^^  —  4^C  eft  égal  à  un  nom- 
bre carré ,  les  deux  racines  feront  commen- 
furables ,  &  il  n'y  aura  point  de  minimum 
proprement  dit ,  parce  que  la  quantité  Ap' 
-^Bpq-\-Cq'  pourra  devenir  nulle. 

2°.  Si  ^* — /^AC  n'eft  pas  carré,  alors 
les  deux  racines  feront  irrationnelles  ou 
imaginaires,  fuivant  que  B^  —  4A^C  fera 
]>  ou  <o,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faut 
conlidérer  féparément  j  nous  commence- 
rons par  le  dernier ,  qui  eft  le  plus  facile 
à  réfoudre. 

Premier  Cas  lorfque  B'  —  4AC<^0. 

32.  Les  deux  racines  étant  dans  ce  cas 
imaginaires,  on  aura  ^  pour  la  partie  toute 
réelle  de  ces  racines ,  laquelle  devra  par 
conféquent  être  prife  pour  a.  Ainfi  il  n'y 
aura  qu'à  réduire  la  fra6Hon  ^  ,  (  en  faifant 
abfi:ra8:ion  du  fîgne  qu'elle  peut  avoir), 
en  fraftion  contmue  par  la  méthode  .le 
l'art.  4 ,  &  en  déduire  enfuite  la  férié  des 
fraftions  convergentes ,  (  art.  10)  Jaquelle 
fera  nécefîairement  terminée  j  cela  fait , 
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on  efTayera  fuccefîivement  pour  p  les  nu- 
mérateurs de  ces  fractions ,  &  pour  q  les 
dénominateurs  correfpondans  ,  en  ayant 
foin  de  donner  à  /?  8c  ^  les  mêmes  fignes 
ou  des  (ignés  différens  ,  fuivant  que  ^  fera 
un  nombre  pofîtif  ou  négatif.  On  trouvera 
de  cette  manière  les  valeurs  de/?  &  ^ ,  qui 
peuvent  rendre  la  formule  propofée  un 
moindre. 

Exemple. 

Soit  propofée  ,  par  exemple ,  la  quantité 
49p- — 238pq-|-'29oq\ 
On  aura  donc  ici  ^^1=49,  B=: — 238, 

;C:=  290  ;  donc  B- — 4/^C=r:— 1 96 ,  &  '— 

^=^^z=— .  Opérant  donc  fur  cette  frac- 
tion de  la  manière  enfeignée  dans  l'art.  4 , 
on  trouvera  les  quotiens  2  ,  2  ,  3  ,  à  l'aide 
defquels  on  formera  ces  fra6tions,  (voyei 

Fart.  20) , 

2,  2,  3. 

L      1      I      Ü 

o  >      1  5      2  ?      7    • 

De  forte  que  les  nombres  à  effayer  feront 
1,2,5,  i7pour/?,&:o^  i,  2,  7  pour ^,- 
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or  désignant  par  P  la  quantité  propofée, 
on  trouvera 

p  q  P 

1  G  49 

2  I  lO 

5  ^  5 

17  7  49 î 

d'où  Ton  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P 
eft  5  ,  laquelle  réfulte  de  ces  fuppoßtions 
^nz:ç  &  ^zii:2  ;  ainfi  on  peut  conclure  en 
général  que  la  formule  propofée  ne  pourra 
jamais  devenir  plus  petite  que  5  ,  tant  que 
p  ^  q  feront  des  nombres  entiers  j  de  forte 
que  le  minimum  aura  lieu ,  lorfque  p^=^^ 
&  q=zi. 

Second  Cas  lorfque  W  —  4^C>  o. 

'33.  Comme  dans  le  cas  préfent  l'équa-' 
tion  A  •'<■'' -\-Bi'--^Cz=zo  a  deux  racines 
réelles  irrationnelles  ;,  il  faudra  les  réduire 
l'une  &  l'autre  en  fra6lions  continues.  Cette 
opération  peut  fe  faire  avec  la  plus  grande 
facilité  par  une  méthode  particulière  que 
nous  avons  expofée  ailleurs ,  &  que  nous 
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croyons  devoir  rapeler  ici,  d'autant  qu'elle 
fe  déduit  naturellement  des  formules  de 
l'article  2  5  _,  &  qu'elle  renferme  d'ailleurs 
tous  les  principes  néceffaires  pour  la  folu- 
tion  complette  &  générale  du  problème 
propofé. 

Dénotons  donc  par  a  la  racine  qu'on  a 
defTein  de  convertir  en  fraction  continue , 
&  que  nous  fuppoferons  toujours  pofitive, 
&  foit  en  même  temps  b  l'autre  racine ,  on 
aura,  comme  l'on  fait,  a-\~h= — ^  ,   & 

ab^:^-^;  dou  a  —  bz=:^ -^ 

OU  bien  en  faifant ,  pour  abréger , 

a  —  bz=:^  ^  où  le  radical  yE  peut  être 
pofitif  ou  négatif;  il  fera  pofîtif,  lorfque 
la  racine  a  fera  la  plus  grande  des  deux , 
(&  négatif,  lorfque  cette  racine  fera  la  plus 
petite  ;  donc 

-B  +  \/E       i         -B-\/E 

azz:=- 5 — ,    DZzzz T — , 

^A       '  2/4 

r  Maintenant ,  (i  on  conferve  les  mêmes 
dénominations  de  l'art.  25,1!  n'y  aura  qu'à 
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fubftituer  à  la  place  de  a  la  valeur  précé- 
dente ,  &  la  difficulté  ne  confiftera  qu'à 
pouvoir  détermmer  facilement  les  valeurs 
entières  approchées  h-\  h-'^  y""',  Sic, 

Pour  faciliter  ces  déterminations  ,    je 
multiplie  le  haut  &  le  bas  des  frayions 

£_=!_,  ^i^=£_,  Z_ZZi^_  ,  ^,.  ref- 

peftivement  par  A{bq'-p' )^  A{p'  - ^^' ')  , 
A{bq''' — /?"')>  *^<^»  ^  comme  on  a 

A(af—p')  (I?f—p')z=Ap'--A(a-\-h)p'q' 
—Aabf=zAp^-\-Bp'q'--{-Cf , 
A(p"—af')(p"—hq'')  —Àp'~A(a-^h) 
p''q''—Aabf=Af-\-Bp"q''']-Cf,  &c, 
A{p^-af){bq^-p^)^-^A-\B^\^E, 
A(^aq'—p'){p"—bq''):=zz—Ap'p''^Aap''q' 
'^Abp'q''—AaBq'q''z=:^Apy-~Cq'q'' 
~-\B  {pYJ^qY)J^l  y^E  (pY^qy) , 
A(p"—rY'){bq'''—p''')=-Apy-^Aapy 
-\-Abp''q'" — Aahq"q'''=-Ap"p''' — C^Y" 

&  ainfi  de  fuite ,  je  fais ,  pour  abréger , 
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P'=^Ap^  -{-Bp'q'  -\-Cf 

F'^'n^Ap^-  J^Bp'Y"-\-Cf,  &c. 
Q^  —  \B 

Q^^  =  Ap'p-  +  '-B(p^q-+fp-)+CgY 
Q;"zzzAp"p'''-\-'-B(p''f'-\-q"p''')+Cq"f\ 
&c. 
J'aurai,  à  caufede/?"^' — ^'y:=i,/?"y 
—q''y= — I  ,  ;?'Y"— -^■y"=i ,  &c,  les 
formules  fui  vantes , 


y-    < 


y-'  < 


/^"  < 


Q-'.y/E 


F' 
F- 


Or  fi  dans  l'expreffion  de  Q"  on  mer 
pour/?"  &  q"  leurs  valeurs  a^' /?'-[- 1  &  /^", 
elle  deviendra  At'/^'-j-Q'y  de  même  fi  on 
fubftitue  dans  rexpreffion  de  Q'"  pour/?'" 
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&  f"  leurs  valeurs  m"/?"+/P'  ,  &/^"^"+^', 
elle  Te  changera  en  At"P"+<2"S  &  ainfî 
du  reftej  de  forte  que  Ton  aura 

Pareillement  iî  on  fubftitue  dans  Tex- 
preflion  de  P"  les  valeurs  de  /?"  &  ^"  ,  elle 

deviendra /^^P'+2A^'<2'+^>  &  fi  on  fubf- 

titue  les  valeurs  de  /?'"  &  ^"'  dans  l'expref- 

II 

Tion  de  P'",  elle  deviendra  F.''P''-\-zfx'^ 
Q"-}~-^%  ^  ^^"fi  ^^  fuite  j  de  forte  que 
l'on  aura 

p^'—]^  P'  +v(2'  +P' 

P'^'^zix-  P"     -|-  V"  Ç"  -|-  P^ 

Ainfi  on  pourra ,  à  l'aide  de  ces  formu- 
les ,  continuer  auffi  loin  qu'on  voudra  les 
fuites  des  nombres  f^^  [x\  y:\  Q\Q' ,  Q' , 
81  P°y  P' ,  P"  ,  6'c.  qui  dépendent ,  com- 
me l'on  voit ,  mutuellement  les  uns  des 
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autres ,  fans  qu'il  Toit  néceiTaire  de  calculer 
en  même  temps  les  nombres  /?%  p\  p'\  &c, 

^q\   q\  f,  &C. 

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de 
P',  P",  P'" ,  &c.  par  des  formules  plus 
fîmples  que  les  précédentes ,  en  remarquant 

que  Ton  a  Q^—P'  =  (,^'A  +  '^By^A 

=(/--P'+(2T— ^'(^^  ^"  +  ^^'  Q'+^  ) 

=zQ^-~JP'  ,  &  ainfi  de  fuite  j  c'eft-à- 
dire 

Q;^P^P"=-E 
d'où  l'on  tire 


P' 


p' 


Les  nombres  />-,  /^S  /"",  &c,  étant  donc 

trouvés 


Additions.         481 

trouvés  ainfî ,  on  aura ,  (  art.  26  ) ,  la  frac- 
tion continue 

&  pour  trouver  le  minimum  de  la  formule 
Ap'-^-Bpq-^-Cq- ,  il  n'y  aura  qu'à  calculer 
les  nombres  p%  p' ,  /?"  ,  p"\  &c,  &  ^%  ^' , 
^",  ^"',  »S'c.  (  art.  25  )  ,  &  les  eiïayer  en- 
fuite  à  la  place  de  p  6c  q  ;  mais  on  peut 
encore  fe  difpenfer  de  cette  opération ,  en 
remarquant  que  les  quantités  F°  ^  P' ,  P'' 
&c.  ne  font  autre  chofe  que  les  valeurs  de 
la  formule  dont  il  s'agit,  lorfqu'on  y  fait 
fucceiTivement/7i=:/?°,  p\  p'\  &c.  &  q=^q°i 
q" ,  ^" ,  &c.  Ainfi  il  n'y  aura  qu'à  voir  quel 
eft  le  plus  petit  terme  de  la  fuite  P\  P\ 
P"  ,  &c.  qu'on  aura  calculée  en  même 
temps  que  la  fuite y^,  //.',  yu,",  <S*c.  &  ce  fera 
le  minimum  cherché  j  on  trouvera  enfuite 
les  valeurs  correfpondantes  àe  p  ^  q  par 
les  formules  citées. 

34.  Maintenant  je  dis  qu'en  continuant 
la  férié  P\  P\  P'\  &c.  on  doit  nécef- 
fairement  parvenir  à  deux  termes  confécu- 
Tome  IL  H  h 
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tiFs  de  fignes  diflérens ,  &  qu'alors  tous  les 
termes  fuivans  feront  aufli  deux  à  deux  de 
différens  fîgnes.  Car  on  a,  (art.  précéd.), 

(y  — ^^')  ,  &c.  or  de  ce  qu'on  a  démontré 
dans  le  problème  II ,  il  s'enfuit  que  les  quan- 
tités p° — af,  p' — aq' ,  /?" — aq'' ,  &c.  doi- 
vent être  de  fignes  alternatifs ,  &  aller  tou- 
jours en  diminuant  ;  donc ,  1°.  fi  3  eft  une 
quantité  négative,  les  quantités  p°  —  èq° , 
p' — Z-^' ,  &c.  feront  toutes  pofitives  ;  par 
conféquent  les  nombres  P°  ^  P" ,  F'  feront 
tous  de  fignes  alternatifs  5  2°.  fi  ^  eft  une 
quantité  poiitive  ,  comme  les  quantités 
p'  —  aq' ,  /?"  —  ^^"  j  ^^-  &  à  plus  forte 

raifon  les  quantités  ^  —  a,  '—^  —  a,  for- 
ment une  fuite  décroiffante  à  l'infini ,  on 
arrivera  néceiTairement  à  une  de  ces  der- 

P  '  r 

mères  quantités,  comme  ^-^ — a,  qui  fera 
<a  —  b,  (abilraâHon  faite  du  figne),  & 
alors  toutes  les  fuivantes ,  ^  —  a ,  —  —  a  , 
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le  feront  auffi  ;  de  forte  que  toutes  les  quan- 

tirés  a  —  ^-\-~i  —  ^,  ^  —  ^"h^ — a&Cm 
feronf  néceffairement  de  même  iigne  que 
la  quantité  a- — b ^  par  conféquent  les  quan- 

tirés  ^- b  ,  "~ b.  &c,  &  celles-ci,  p"' 

f         '  p'"         ^  '^ 

—  bf\  p'" — bq'\  &c.  à  l'infini,  feront 
toutes  de  même  fîgne  ;  donc  les  non  bres 
P'",  P'",  &c,  feront  tous  de  fîgnes  alter- 
natifs. 

Suppofons  donc  en  général  que  l'on  foit 
parvenu  à  des  termes  de  f  gnes  alternatifs 
dans  la  férié  P",  Z'",  P"',  &c.  &  que  P"" 
foit  le  premier  de  ces  termes ,  en  forte  que 
tous  les  termes,  /^%  F'-^^ ,  /^^-*-%  &c,  à 
l'infini ,  foient  alternativement  pofitifs  d>c 
négatifs ,  je  dis  qu'aucun  de  ces  termes  ne 
pourra  être  plus  grand  que  E.  Car  fi  ,  par 
exemple,  P'%  P'\  P\  &c.  font  tous  de 
fignes  alternatifs ,  il  eft  clair  que  les  pro- 
duits deux  à  deux,  P'^' P^^ ^  P-'P',  &c. 
feront  néceffairement  tous  négatifs  j   mais 

>  V 

on  a,  ( article précéd.)  Q^  —  P''P''=^£^ 

H  h  ij 
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V 

Qj  —  P'''P''z=iE  ,  &c.  donc  les  nombres 
pofitifs,  — pu^p- ^  — P'-'P^  feront  tous 
inoind  res  que  £",  ou  au  moins  pas  plus  grands 
G\\Q  E  f  de  forte  que  ,  comme  les  nombres 
P\,  P" ,  P''\  &c.  font  d'ailleurs  tous  en- 
tiers par  leur  nature ,  les  nombres  P'" ,  P'% 
&c.  èi  en  général  les  nombres  P^,  P^^\ 
&c.  (abflraftion  faite  de  leurs  fîgnes)  ,  ne 
pourront  jamais  furpafler  le  nombre  E. 

Il  s'enfuit  aufïi  de-là  que  les  termes  Ç"', 
Q\  &c.  Si.  en  général  Ç^^S  Q^+%  &c.  ne 
pourront  jamais  être  plus  grands  que  yE. 

D'où  il  eft  facile  de  conclure  que  les 
deux  fériés  P\  P'^' ,  /^"^%  &c,  &  Q'/', 
Ç^^^,  &c.  quoique  poufTées  à  l'infini,  ne 
pourront  être  compofées  que  d'un  certain 
nombre  de  termes  différens ,  ces  termes  ne 
pouvant  être  pour  la  première  que  les  nom- 
bres naturels  jufqu'à  E  pris  pofitivement 
ou  négativement ,  &  pour  la  féconde  ,  les 
nombres  naturels  jufqu'à  \/ E  avec  les  frac- 
tions intermédiaires  '- ,  \^  1;  ?  <S'c.  pris  aufîi 
pofitivement  ou  négativement  5  car  il  eft 
vilible  par  les  formules  de  l'article  précé- 
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tîent  que  les  nombres  Ç' >  Ç">  Q'">  <S'c. 
feront  toujours  entiers,  lorfque  B  fera  pair, 
mais  qu'ils  contiendront  chacun  la  fra£lion 
-,  lorfque  B  fera  impair. 

Donc  ,  en  continuant  les  deux  fériés  P\ 
P-,  F",  &c.  Si  Q^q-,  Q-,  &c.  il  ar- 
rivera néceffairement  que  deux  termes  cor- 
refpondans  ,  comme  P"^  &c  Ç^  ,  revien- 
dront après  un  certain  intervalle  de  ter- 
mes ,  dont  le  nombre  pourra  toujours  être 
fuppofé  pair  ;  car ,  comme  il  faut  que  les 
mêmes  termes  P^  &  Q^  reviennent  en 
même  temps  une  infinité  de  fois ,  à  caufe 
que  le  nombre  des  termes  différens  dans 
l'une  &  dans  l'autre  férié  eil  limité  ,  &  par 
conféquent  aufîi  le  nombre  de  leurs  com- 
binaifons  différentes ,  il  eft  clair  que  fi  ces 
deux  termes  revenoient  toujours  après  un 
intervalle  d'un  nombre  impair  de  termes , 
il  n'y  auroit  qu'à  confidérer  leurs  retours 
alternativement ,  &  alors  les  intervalles 
feroient  tous  compofés  d'un  nombre  pair 
de  termes. 

H  h  iii 


4Î6  Ad1o>itions. 

On  aura  donc,  en  dénotant  par  2p,  le 
nombre  des  termes  intermédiaires 

&  alors  tous  les  termes  /*'"  ,  /''"+%  F''^'-  &c, 

reviendront  auffi  au  bout  de  chaque  inter- 
valle de  2p  termes.  Car  il  eft  facile  de  voir 
par  les  formules  données  dans  l'article  pré- 
cédent pour  la  détermination  des  nombres 
fc-,  /x-,  /./",  &c,  Q',  Ç",  Q%  &c.  &  F\ 
F",  P"',  &c,  que  dès  qu'on  aura  P""^^' 
=  /^'^,  &  (2^+^f==Ç'',  on  aura  auffi /^'^+*p 
=  /^^  ,  enfuite  Q'^^-^f+i  — Q'^+i  &  z^^+if+i 
=  F'"^'  ;  donc  auffi  /x^+-^+»  =::,x^-^^f ,  &  ainfi 
de  fuite. 

Donc,  Il  n  eft  un  nombre  quelconque 
égal  ou  plus  grand  que  ^r  ^  &  que  m  dé- 
note un  nombre  quelconque  entier  pofitif , 
on  aura  en  général 

de  forte  qu'en  connoifTant  les  ^+ip  pre- 
miers termes  de  chacune  de  ces  trois  fuites , 
on  connoîtra  auffi  tous  les  fuivans ,  qui  ne 
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feront  autre  chofe  que  les  2  f  derniers  ter- 
mes  répétés  à  l'infini  dans  le  même  ordre. 

De  tout  cela  il  s'enfuit  que  pour  trouver 
la  plus  petite  valeur  de  Pz^Ap'-\^Bpq\Cq^^ 
il  fuffit  de  pouffer  les  fériés  P\  P' ,  P", 

6*c.  &  <2%  Q'»  Q"'  <^'^-  jusqu'à  ce  que 
deux  termes  correfpondans  ,  comme  P""  & 
Q^  reparoiffent  enfemble  après  un  nombre 
pair  de  termes  intermédiaires ,  en  forte  que 
l'on  ait  P^+^f:=P'^,  &  Q^^^^zzzlQ^  '^  alors 
le  plus  petit  terme  de  la  férié  P°  ^  P\  P", 
&c,  P""^^?  fera  le.  minimum  cherché. 

Corollaire     I. 

35.  Si  le  plus  petit  terme  de  la  férié  P" , 
P\  P'\  &c,  P^-^^'f  ne  fe  trouve  pas  avant 
le  terme  P*" ,  alors  ce  terme  reparoîtra  un« 
infinité  de  fois  d;ans  la  même  fuite  prolonr 
gée  à  l'infini  j  ainfi  il  y  aura  alors  une  infi- 
nité de  valeurs  de  /?  &  de  ^  qui  répondront 
au  minimum.y  &  qu'on  pourra  trouver  tou- 
tes par  les  formules  de  l'art.  25 ,  en  con- 
tinuant la  férié  des  nombres  /^S  /*" ,  yw"' ,  &c, 
^u-delà  du  terme  /^^^^^  par  la  répétition  des 

Hh  iy 
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mêmes  termes  /^*^"',  y^'^"^^,  &c.  comme  on 
l'a  ciit  plus  haut. 

On  peut  au/îi  dans  ce  cas  avoir  des  for- 
mules générales  qui  repréfentent  toutes  les 
valeurs  de/j  &  de  ^  dont  il  s'agit  5  mais  le 
détail  de  la  méthode  qu'il  faut  employer 
pour  y  parvenir ,  nous  meneroit  trop  loin  ; 
quant  à  préfent ,  nous  nous  contenterons 
de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Mémoires 
de  Berlin  déjà  cités,  an.  iy68  ^  pag,  123 
&  fi/iv,  où  Ton  trouvera  une  théorie  gé- 
nérale &  nouvelle  des  fraftions  continues 
périodiques. 

Corollaire      IL 

36.  Nous  avons  démontré  dans  l'art.  34, 
qu'en  continuant  la  férié  F',  P",  F"  &c. 
on  doit  trouver  des  termes  confécutifs  de 
fignes  difFérens.  Suppofons  donc,  par  ex. 
que  F'"  &  P"'  foient  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  qualité ,  on  aura  néceflaire- 
ment  les  deux  quantités  /?'"  —  /^^'"  &  p'" 
' — 6j'^  de  "mêmes  fignes ,  à  caufe  que  les 
quantités/?"'-— ß^'"  &  p'^-^aq'^  font  de  leur 
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nature  de  difTérens  fîgnes.  Or  en  mettant 
dans  les  quantités  p" — hq'  ^  p^' — ^f  y  ^^» 
les  valeurs  de  p^ ,  /?"  y  &c,  q'  ^  (f' ,  ùc,  (art. 
25  )  ,  on  aura 

D'où,  à  caufe  que  /^'\  /w' ,  6'c.  font  des 
nombres  pofîtifs ,  il  eft  clair  que  toutes  les 
quantités  /?' — bq" y  /?'' — z^^"",  <S'c.  à  l'infini, 
feront  de  mêmes  fignes  que  les  quantités 
^'" — ^^"'  &  /?"' — bq'^  ;  par  conféquent  tous 
les  termes  P''\  P'%  /*%  &c.  à  l'infini, 
auront  alternativemaent  les  fignes  plus  & 

Maintenant  on  aura  par  les  équations 
précédentes 

p^-bf  p--bq-^ 

f^'—bq'"  p'^—bq'" 

p-~bq-  p--bq- 

y-bq^  f-bq^ 

^    ~  p-—bq-  f'  —  bf'   ' 

OU  les  quantités  ^^ j^—  ,  ^- /—  ,  (^c. 

^  p''—bq''^    p-'—bq'   ' 

feront  toutes  pofitives» 
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Donc ,  puifque  les  nombres  h-'\  P'\  /*""> 
&c,  doivent  être  tous  entiers  politifs,  (Jiyp.) 

la  quantité  — 7—  devra  être  pofitive 

&  >i  ;,  de  même  que  les  quantités^  v_/  v  -> 

-4; T— ,  (S'c.  feront  pofitives  &  moindres 

que  l'unité  5  de  forte  que  les  nombres  i^^ , 
/^^' ,  &c»  ne  pourront  être  que  les  nombres 
entiers  ,  qui  font  immédiatement  moindres 

que  les  valeurs  de  ^^._^^.  ,  ^"jj-  . 

é'c.  quant  au  nombre  z-'^"' ,  il  fera  aufïi  égal 
au  nombre  entier ,  qui  eft  immédiatement 

moindre  que  la  valeur  de  -^^ j— ,  toutes 

p  — t>q 

n'  '  '  — —  h  n^^^ 

les  fois  qu'on  aura  ^-— 7-^  <  i .    Ainfi 

^  p'^  —  bq 

on  aura 


f-'  < 


f  —  bq 


> 


l^^  < T—  9  ^^* 
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le  figne  <  placé  après  les  nombres  z^'" ,  h'^ -, 
yt*" ,  6'c.  dénotant ,  comme  plus  haut ,  les 
nombres  entiers  qui  font  immédiatement 
au-deiTous  des  quantités  qui  fuivent  ce 
même  figne. 

Or  il  eft  facile  de  transformer  ,  par  des 
rédu61ions  femblables  à  celles  de  l'art.  33  , 

les  quantités  ^^J-,  'yzThf^^''  ^^ 
celles-ci,  ^^-^,~—  ,  - — -i^~ —  ^c  de 


—  h. 

p-  —  bq^ 

Oui 


plus  la  condition  de  ^^ — 7--—  <  i  peut  fe 


réduire  à  celle-ci  — ^^  <  '!±^-—P--  ,• 

_  _m „ni 

laquelle  ,  à  caufe  de  -4z ~  >  i  ^  aura 

^  p   — aq 

Dm 

furement  lieu  lorfqu'on  aura  =  ou 

-<  I  ;  donc  on  aura 


H^    < 


^     <  ^^^^ kl j    «S'C- 
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En  combinant  ces  formules  avec  celles 
de  l'art.  3  3  ,  qui  renferment  la  loi  des  fériés 
F',  F%  P-\  &c.  &  Q',  Q",  <2'",  ^c.  on 
verra  aifément  que  (i  on  fuppofe  donnés 
deux  termes  correfpondans  de  ces  deux 
fériés ,  dont  le  numéro  foit  plus  grand  que  3  , 
on  pourra  remonter  aux  termes  précédens 
jufqu'à  P'^  &  (2%  ^  même  jufqu'aux  ter- 

mes  Z'"'  &  Q"",  il  la  condition  de      p,^  ■ 

=:=  ou  <  I  a  lieu  ;  en  forte  que  tous  ces 
termes  feront  abfolument  déterminés  par 
ceux  qu'on  a  fuppofé  donnés. 

En  eiTet  connoifTant ,  par  exemple  ,  P'" 
&  Ç"  ,  on  connoîtra  d'abord  P^  par  l'équa- 
tion Q^  —  P''P'"=-^E;  enfuite  ayant  Q'' 
8z  P\  on  trouvera  la  valeur  de  z^'',  à  Taide 
de  laquelle  on  trouvera  enfuite  la  valeur 
de  <2^  par  l'équation  Q"  =  M'''P''-}-Q; -,  or 
l'équation  Q'  — P'^P'^z'- E  donnera  P'%- 

Dm 

&  fi  on  fait  d'avance  que  -—^77-  doit  être 
=  ou  <  1 5  on  trouvera  /w"",  après  quoi 
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on  aura  Q'^  par  l'équation  (2'=/""^'>Q'% 
&  enfuite  P"'  par  celle-ci,  Q^~~P'''P^^ 


4 


De- là  il  eft  facile  de  tirer  cette  conclu- 
fîon  générale ,  que  fi  P^  Se  P^^^  font  les 
premiers  termes  de  la  férié  P\  P'' ,  P'", 
&c.  qui  fe  trouvent  confécutivement  de 
différens  fignes  ^  le  terme  /^^+'  &  les  fuivans 
reviendront  toujours  après  un  certain  nom- 
bre de  termes  intermédiaires ,  &  qu'il  en 

fera  de  même  du  terme  P^,  ü  Ton  a  ^^^ 

=^  ou  <i. 

Car  imaginons ,  comme  dans  Tart.  34, 
que  Ton  ait  trouvé  P^'+^f^::  P"^ ,  &  Q^^^f 
^Qj' ,  8c  fuppofons  que  ^  foit  >a,  c'eft- 
à-dire  7r=A+f  y  donc  on  pourra  d'un  côté 
remonter  du  terme  P^  au  terme  P^^^  ou  P\ 
&  de  l'autre,  du  terme  p'+v  au  terme 
px+^f+i  Qy  p>.^ip .  ^  comme  les  termes  d'où 
l'on  part ,  de  part  &  d'autre  font  égaux , 
tous  les  dérivés  feront  aufTi  refpeftivement 

égaux  j  de  forte  qu'on  aura  P^+^+^z=.P^+^^ 

jupx 
ou  même  P^+^fz^P'',  fi  =^^  :==  ou  <i. 
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Par-là  on  pourra  donc  juger  d'avance 
du  commencement  des  périodes  dans  la 
férié  P\  P\  P-',  P"',  &c.  &  par  ccnfé- 
quent  aufli  dans  les  deux  autres  fériés,  Q°, 

Q-,  Q".  Q"">  ^'C'  &^^'  A^''  •**"'  /^'"j  »^c.  mais 
quant  à  la  longueur  des  périodes  ,  cela  dé- 
pend de  la  nature  du  nombre  E ,  &  même 
uniquement  de  la  valeur  de  ce  nombre, 
comme  je  pourrois  le  démontrer ,  fi  je  ne 
craignois  que  ce  détail  ne  me  menât  trop 
loin. 

Corollaire     II  L 

37.  Ce  qu'on  vient  de  démontrer  dans 
le  corol.  préc.  peut  fervir  encore  à  prouver 
ce  beau  théorème  :  Q^ue  toute  équation  de 
la  forme  \f  —  K  q'  =  i  ,  ou  K  efl  un  nom.' 
bre  entier  pofitij  non  carré ,  (&  p  (S*  q  deux 
indéterminées  ,  eß  toujours  résoluble  en  nom- 
bres entiers. 

Car,  en  comparant  la  formule;?* — Kq^ 
avec  la  formule  générale  Ap--\-Bpq-\-Cf  ^ 
on  a  y^=i  ,  B=z:o,  Czz^  —  K  j  donc  E 
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(art.  33).  Donc  P''^::!  ,  <2°=0j  donc/* 

<V^X,  Q:—y,  Se  i^'^Ac^  — TT,-  d'où 

Ton  voit  i''.  que  P'  eft  négatif,   &  par 

conféquent  de  figne  différent  de  F"-,  1^.  que 

—  P'  eft  =  ou  >  I  ,  parce  que  K  3>c  M' 

font  des  nombres  entiers  ;  de  forte  qu'on 
po 

aura  — ^  =  ou  <  i  ;  donc  on  aura ,  (  art. 

préc.)  A^=:o,  &  P^f=zP°=^i  j  de  forte 
qu'en  continuant  la  férié  P\  P\  P'\  &c. 
le  terme  P°:=:::i  reviendra  nécefTairement 
après  un  certain  intervalle  de  termes  ;  par 
conféquent  on  pourra  toujours  trouver  une 
infinité  de  valeurs  de  />  &  de  ^  qui  rendent 
la  formule  p- — Kq'  égale  à  l'unité. 

Corollaire  IV. 
38.  On  peut  außi  démontrer  cet  autre 
théorème:  Qj.ieß l'équation  p- — Kq-=^+H 
eß  réfoluble  en  nombres  entiers  ,  en  fuppofant 
K  un  nombre  poßtif  non- carré  ^  &}r{un  nom- 
bre poßtif&  moindre  que  y  K  ,  les  nombres 
p  (S*  q  doivent  être  tels  que  -[oit  wie  des  frac- 
tions  principales  convergentes  vers  la  valeur 
de  y/K. 
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Suppofons  que  le  figne  fupérieur  doive 
avoir  lieu,  en  forte  que  p"  —  Kq'^::=.H ; 

donc   on    aura  p -- q  \/ K  =i —çrji  &  ^ 

>  H 

^\/Kz=^  ;    qu'on  cherche 

deux  nombres  entiers  poritifs^  ^&/j  moin- 
dres que  p  Se  q  y  Se  tels  que  pf—qr=\  , 
ce  qui  efl:  toujours  pofîible  ,  comme  on  Ta 
démontré  dans  l'art.  23  ,  &  l'on  aura  ^  —  % 
=  -j  i  donc  retranchant  cette  équation  de 
la  précédente  ,  il  viendra  Jr — \/K 
H 

de  forte  qu'on  aura 

H 


Or  comme  '-  >  \/k  &  H<:  \/K,  il  eft 
clair  que^_j_     ^fera  <\,  donc  p  —  q 

q       I      V 

'Jk  fera  <  f  ;  donc  —tt-, — tttt  fera  à 

plus 
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plus  forte  raifon  <  \ ,  puifque  /<  q  ,•  de 
forte  que  r — fyK.  fera  une  quantké  né- 
gative ,  laquelle ,  prife  pofitivement ,  fera 

fH 
>  i^ ,  à  caufe  de  i-J^rj^^  >  \  ' 

Ainfi  on  aura  les  deux  quantités/? — ^\  K. 
&  r — fy  K.^  ou  bien ,  en  faifant  a-=.y/ K ^ 
p  —  aqd)L  r — 0/,  lefquelles  feront  afTujetties 
aux  mêmes  conditions  que  nous  avons  fup- 
pofées  dans  Fart.  24 ,  &  d'où  l'on  tirera 
des  conclufions  femblables  j  donc  8cc.  (art. 
26) ,  fi  l'on  avoit  /?' — Kfz^^  —H ,  alors 
il  faudroit  chercher  les  nombres  r  àc  f^  tels 
que  pf — qr=:: — I,  &  l'on  auroit  ces  deux 
équations 

Comme  H<C\  K.  &/<^ ,  il  eil:  clair  que 

fH 
,    ,  TT  X  p^  fera  <  i  j   de  forte  que  la 
^(v^  +  7) 

quantité /yX — r  fera  négative  ;  or  je  dis 
Tome  //,  ii 
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que  cette  quantité,  prife  pofitivement,  fera 
plus  grande  que  q  \/K — p  ;  pour  cela  il 

faut  démontrer  que  - /  i  —  — — -  ,  -,  ^ 

favoir  \/k^'->HV-j;  mais H<:\/k, 
ifyP')'  donc  il  fuffit  de  prouver  que  ^ 
>-^— ,  ou  bien  que  p'yfy/K;  c'eil  ce 
qui  eft  évident ,  à  caufe  que  la  quantité 
j  \  K —  r  étant  négative  ,  il  faut  que  r 
'y  fyf  K,  &  à  plus  forte  raifon/7>/y  X, 
puifque  /?>  r. 

Ainfi  les  deux  quantités,  p  —  q\  K.  & 
r — fy/K^  feront  de  différens  fignes ,  & 
la  féconde  fera  plus  grande  que  la  pre- 
mière, ( abftraföon  faite  des  fignes),  com- 
me dans  le  cas  précédent  ;  donc ,  &:c. 

Donc ,  lorfqu'on  aura  à  réfoudre  en  nom- 
bres entiers  une  équation  de  la  forme  //^ 
— Kf=:.±H,  ou  H<C\/K^  il  n'y  aura 
qu'à  fuivre  les  mêmes  procédés  de  l'art.  3  3  , 
enfaifant^=i,  ^  =  0  &  C=z—K;  3c 
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fi  dans  la  férié  P\  P\  P'\  P"'  &c.  P^^^^ , 
on  rencontre  un  terme  =+H,  on  aura 
la  réfolution  cherchée  ,  iînon  on  fera  affuré 
que  l'équation  propofée  n'admet  abfolu- 
ment  aucune  folution  en  nombres  entiers. 

Remarque. 

39.  Nous  n'avons  coniidéré  dans  l'art.  35 
qu'une  des  racines  de  l'équation  Ay'--\-By' 
-|-C=:=o,  que  nous  avons  fuppofé  pofitive j 
fi  cette  équation  a  Tes  deux  racines  pofi- 
tives,  il  faudra  les  prendre  fuccefîivement 
pour  a ,  &  faire  la  même  opération  fur 
l'une  que  fur  l'autre  ;  mais  fi  l'une  des  deux 
racines  ou  toutes  deux  étoient  négatives , 
alors  on  les  changeroit  d'abord  en  poiîtives , 
en  changeant  feulement  le  ligne  de  B ,  Se 
on  opéreroit  comme  ci-deîTus;  mais  en- 
fuite  il  faudroit  prendre  les  valeurs  de  p  Se 
de  q  avec  des  fignes  difFérens ,  c'eft-à-dire 
l'une  pofitivement  &  l'autre  négativement, 
(art.  29). 

Donc  en  général  on  donnera  à  la  valeur 
de  B  le  figne  ambigu  +,  de  même  qu'à 

li  ij 


500         Additions, 

\/E ,  c'eft-à-dire  qu'on  fera  (2°=+ji5, 
ôc  qu'on  mettra  +  à  la  place  de  y  E  ^  & 
il  faudra  prendre  ces  fignes ,  en  forte  que 
la  racine 

(7 ^^^^ 

A 

fuit  pofitive  ,  ce  qui  pourra  toujours  fe  faire 

de  deux  manières  différentes  ;  le  {:gne  fu- 
périeur  de  B  indiquera  une  racine  pofitive , 
auquel  cas  il  faudra  prendre/?  &  ^tous  deux 
de  mêmes  fîgnes  ;  au  contraire  le  figne  in- 
férieur de  B  indiquera  une  racine  négative, 
auquel  cas  les  valeurs  de  /?  &  ^  devront  être 
priies  de  fignes  différens. 

Exemple. 
40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il 
faudrait  prendre  pour  p  (S*  q  ,  afin  que  la 
quantité 

devint  la  plus  petite  qu'il  efl  pojjihle. 

Comparant  cette  quantité  avec  la  for- 
mule générale  du  problème  III ,  on  aura 
A=(),  B  —  —  \\%,  C=378,  donc  B^ 
— 4/^C^=3i6  5  d'où  l'on  voit  que  ce  cas 
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fe  rapporte  à  celui  de  l'art.  33.  On  fera 
donc  ^=316  &  T >/-£'  =  V  79  j  où  l'on 
remarquera  d'abord  que  \/79>8  &  <9  ; 
de  forte  que  dans  les  formules  dont  il  ne 
s'agira  que  d'avoir  la  valeur  entière  appro- 
chée ,  on  pourra  prendre  fur  le  champ  à 
la  place  du  radical  y  79  le  nombre  8  ou  9  , 
fuivant  que  ce  radical  fe  trouvera  ajouté 
ou  retranché  des  autres  nom.bres  de  la 
même  formule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à  B  qu'à 
\/ E  le  figne  ambigu  +1  ,  &  on  prendra 
enfuite  ces  fignes  tels  que 

9 
foit  une  quantité  pofitive ,  (art.  39)  ;  d'où 

l'on  voit  qu'il  faut  toujours  prendre  le  {igne 
fupérieur  pour  le  nombre  59  ,  &  que  pour 
le  radical  y  79  on  peut  prendre  également 
le  fupérieur  &  l'inférieur.  Ainfi  on  fera  tou- 
jours 0^=- — \B  ^  &  y  £  pourra  être  pris 
fuccefîivement  en  plus  &  en  moins. 

Soit  donc  i*^.  i  y  E=:::\/j^  avec  le  (îgne 
pofitif,  on  fera,  (art.  3  3) ,  le  calcul  fuivant: 

li  iij 
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rOrO^rOrOrOrOrO 


Il     II  II  '1  II  I»  Il    II 

\o      I  ^-^  '  •"•      I  so      I 

Cs  •  wj  O  vj  .          J 

*    J.  +  1  +  I  +  I   - 

"    "    Il  II  II  II    II  "m 

<?>  i-    I  -^  I  J^    I  II 

•*  ^  \«  vj 

if  II  II  II  if  II  II  II 


M 

h> 

^ 

o 

^ ,  ? 

<^      1 

wi 

^    r 

4^    _ 

1            1 

1   "^ 

1     1 

1    IT 

il       1   VO 

-Ji  o^ 

-J 

^^ 

Jl   ° 

Co       ^ 

VO 

VO 

\o 

•o 

Il  II  II  II  II  II  II 

I  ?  I  r  I  3  I 

>»  V»  \*  >* 

X     "51     X     "ï:      ■?:      "5=      "^      "^ 

ÂAAAÂAAA 


I  vo   -r  I 


\ 


^J 


I  so 


Il     II     II     II     II     II     II     II 
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Je  m'arrête  ici^  parce  que  je  vois  que 
Ç-'r=:(2',  &  P-'zz::P' ,  &  que  la  diffé- 
rence entre  les  deux  numéros  i  &  7  eft 
paire  ;  d'où  il  s'enfuit  que  tous  les  termes 
fuivans  feront  aufli  les  mêmes  qi«  les  pré- 
cédens;  ainfionaura  (2'"  =  4,  Ç''"'^— 3  -> 

de  forte  qu'on  pourra ,  fî  l'on  veut ,  con- 
tinuer les  fériés  ci-deffus  à  l'infini,  en  ne 
faifant  que  répéter  les  mêmes  termes. 

2^.  Prenons  maintenant  le  radical  y  79 
avec  un  figne  négatif,  &  le  calcul  fera  com- 
me il  fuit: 


li  iv 
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rOrOrOrOrOrOrOrOrOfO 

II  If  if  II  II  II  II"  Il  II  II 


^     es    •      "^     O    "-^     *       ^ 

•  +  i  +  I  +  1  i 
--  Il  jl  II  il  II  II  ',' 


I  ^  ? 

■t-  "^ 


Q^    I 


00     \|        J,        H-. 

^  s»  V*  ^  4i- 


^3^3'*tj'^*^^3^3^^3'*0 


I* 


\o       ^       •>o 


Ov 

^ 

-t^  1 

vO     '-' 

J.  ^ 

1  <j*   '.  "O 

sO 

vû    "<0 

II 


^  ^p 


il  II  II  II 

-a  1  so         I 

V»  I  '^  I 

"S  l:.     X  l:. 


Il   II   II   II    II 


On 


■ç      ■?:      1:      -?:      1:      'S 


AAAAAAAAAA 


>    CT 


1  1^ 

J.  -« 

1 

^        M 

4>. 

7   1+  1 

7  -  +  1 

00 

+   1      1    - 

+  „ 

^^^- 

^S^J. 

1  v^ 

^  OS  ^^ 

M   0 

-J   InO 

-vl 

Iso   Iso 

•0 

^o 

\o 

vO 

Il  II  II  II  II  II  II  II  II  II 

On  peut  s'arrêter  ici ,  puifque  l'on  a 
trouvé  (2"  =  <2'"  ^  P'"  —  /^"',  &  que  la 
différence  des  numéros  9  &  3  eft  paire  5 
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car  en  continuant  les  fériés  on  ne  retrou- 
veroit  plus  que  les  mêmes  termes  qu'on  a 
déjà  trouvés. 

Or  fi  on  confîdere  les  valeurs  des  termes 
P%  P',  P",  P''\  &c,  trouvées  dans  les 
deux  cas,  on  verra  que  le  plus  petit  de  ces 
termes  eft  égal  à  —  3  ^  dans  le  premier  cas 
c'eft  le  terme  P'^'  auquel  répondent  les  va- 
leurs /?'"  &  q'''  ;  &  dans  le  fécond  cas,  c'eft 
le  terme  P'^  auquel  répondent  les  valeurs 

D'où  il  s'enfuit  que  la  plus  petite  valeur 
que  puiffe  recevoir  la  quantité  propofée 
eu  —  3  j  &  pour  avoir  les  valeurs  oep  8z  q 
qui  y  répondent ,  on  prendra  dans  le  pre- 
mier cas  les  nombres  m,  f^' ,  m",  favoir  7, 
I  &  I ,  &  l'on  en  formera  les  fra61ions  priri" 

cipales  convergentes^,  \^T'->  la  troisième 

1 1 1 
fraftion  fera  donc  —  ,   en  forte  que  Ton 

aura  p'''=^i'^  &  ^"':=2;  c'eft-à-dire  que 
les  valeurs  cherchées  feront  p^=\')  &  q 
=  2.  Dans  le  fécond  cas  on  prendra  les 
nombres  /w,  ^s  /.t",  /a"',  favoir  5,1,1,3, 
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lefquels  donneront  ces  fraftionsf,  \^~i 
y- j  de  forte  qu'on  aura  p'"^='^^  &  f^=79 
donc /7= 39  6:  q^=.j. 

Les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver  pour 
p  ^  q  dans  le  cas  du  minimum ,  font  aufli 
les  plus  petites  qu'il  eft  poflible  ;  mais  on 
pourra ,  fi  l'on  veut ,  en  trouver  fucceffi- 
vement  d'autres  plus  grandes  ;  car  il  eft 
clair  que  le  même  terme  — 3  reviendra 
toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de 
fix  termes  5  de  forte  que  dans  le  premier 
cas  on  aura  P"'= — 3,  P'''=z — 3,  P"^ 
= —  3  ,  &c,  &  dans  le  fécond ,  P'^=^ — 3, 
P'^^z — 3,  P^^'=: — 3  ,  &c.  Donc  dans 
le  premier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  fa- 
tisfaifantes  de  p  8c  q  celles  «ci,  /j'",  ^"", 
^'%  q'\  p^' ,  q" ,  &c.  &  dans  le  fécond  cas 
celles-ci, /?'%  q'\  p%  q%  p"''\  q^'\  &c.  Or 
les  valeurs  de  /^,  i"',  /^">  &c.  font  dans  le 
premier  cas  7 ,  i ,  i ,  5 ,  3  ,  2 ,  i ,  i ,  i ,  5  , 
3  ,  2  ^  I ,  I ,  I  j  5 ,  3  ,  (S'c,  à  l'infini ,  parce 
que  /^^^''zi^At'  &  /^^'"zzryüt",  6*c.  ainfi  il  n'y 
aura  qu'à  former  par  la  méthode  de  l'art. 
20  les  fractions 


Additions.         507 
7>  ï>  I)  5>    3>     2,     I,     I,      I,      5* 

78  ly  85  164  6ir  875  i486  1^61  i^açr  • 
i5i)    iîii?    3j>    Si^    116'    197  ?    313  >    176z  ' 

&  on  pourra  prendre  pour  p  les  numéra- 
teurs de  la  troifieme  ,  de  la  neuvième ,  &Cm 
&  pour  q  les  dénominateurs  correfpondans  j 
on  aura  donc  /?=i  5 ,  ^=  2 ,  ou/7=:236i  > 
^=313  ouj  (S'c. 

Dans  le  fécond  cas  les  valeurs  de  mS  ft"» 
iw'">  6^c.  feront  5  ,  i,  1,3,  5 ,  i,  i,  i,  2, 
3,  5,  I,  I,  I,  2,  (S'c.  parce  que  yu'*=/A'", 
A<-*:=/^"',  6**:.  On  formera  donc  ces  frac- 
tions-ci, 

5>  i^  i>   3j   5»    i>    i>    i>    i,     3> 

L    ^     "     12    "^    u,î     4^1     696     1845     éiij  . 

l'i)    i»     7)     37  5    44)^5il7)'JJÏ>    jITs  > 

5- 

&  les  fraftions  quatrième,  dixième,  &Cm 
donneront  les  valeurs  Aq  p  d>c  q ,  lefquelles 
feront  donc /7  =  3^^  ^=7)  ou p:=:6ii^, 

q=:\i  18,   &c. 

De  cette  manière  on  pourra  donc  trou- 
ver par  ordre  toutes  les  valeurs  de/?  &  ^, 
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qui  rendront  la  formule  propofée  = — 3  , 
valeur  qui  efl  la  plus  petite  qu'elle  puiffe 
recevoir.  On  pourroit  même  avoir  une 
formule  générale  qui  renfermât  toutes  ces 
valeurs  de  /?  &  de  ^  ;  on  la  trouvera  ,  fi 
l'on  en  eft  curieux ,  par  la  méthode  que  nous 
avons  expofée  ailleurs ,  &  dont  nous  avons 
parlé  plus  hautj  (art.  35). 

Nous  venons  de  trouver  que  le  mini- 
mum de  la  quantité  propofée  eft  —  3  ,  & 
par  conféquent  négatif  j  or  on  pourroit  pro- 
pofer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  po- 
fitive  que  la  même  quantité  puiffe  recevoir, 
alors  il  n'y  auroit  qu'à  examiner  les  fériés 
P",  P' y  P'\  P"',  &c.  dans  les  deux  cas, 
&  on  verroit  que  le  plus  petit  terme  po- 
fitif  eft  5  dans  les  deux  cas  ;  &  comme 
dans  le  premier  cas  c'efl;  /*'%  &  dans  le 
fécond  /""  qui  efl  ^=5  ,  les  valeurs  de  p 
Scde  q ,  qui  donneront  la  plus  petite  valeur 
pofitive  de  la  quantité  propofée  ,  feront 
p'^ ,  q'^ ,  ou  />%  q" ,  ou  &c,  dans  le  premier 
cas,  &  /?'",  ^"%  ou  /?'%  q'^  &c.  dans  le  fé- 
cond j  de  forte  que  l'on  aura  par  les  frac- 
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tions  ci-defrus/?=83  ,  ^=11,  ou/7=i3i9i, 

^'=331  &c. 

Au  refte  on  ne  doit  pas  oublier  de  re- 
marquer que  les  nombres  m-,  m-'^  yw",  &c» 
trouvés  dans  les  deux  cas  ci-defTus,  ne  font 
autre  chofe  que  les  termes  des  fratlions  con- 
tinues ,  qui  repréfentent  les  deux  racines  de 
l'équation 

9»*  —  1 18  »-[-378=0. 

De  forte  que  ces  racines  feront 
I 

expreflîons  qu'on  pourra  continuer  à  l'in- 
fini par  la  {impie  répétition  des  mêmes 
nombres. 

Ainfi  on  voit  par -là  comment  on  doit 
s'y  prendre  pour  réduire  en  fraftions  con- 
tinues les  racines  de  toute  équation  du  fé- 
cond degré. 
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S    c    o    L    I    E. 

41.  M.  Euler  a  donné  dans  le  tome  XI 
des  nouveaux  Commentaires  de  Péterf- 
bourg  une  méthode  analogue  à  la  précé- 
dente ,  quoique  déduite  de  principes  un  peu 
difFérens ,  pour  réduire  en  fraction  continue 
la  racine  d'un  nombre  quelconque  entier 
non-carré ,  &  il  y  a  joint  une  table  oii  les 
fra61ions  continues  font  calculées  pour  tous 
les  nombres  naturels  non-carrés  jufqua  120. 
Comme  cette  table  peut  être  utile  en  dif- 
férentes occaiions ,  &  fur-tout  pour  la  fo- 
lution  des  problèmes  indéterminés  du  fé- 
cond degré  ,  comme  on  le  verra  plus  bas, 
(§.  VII.) ,  nous  croyons  faire  plaifir  à  nos 
Lefteurs  de  la  leur  préfenter  ici  ;  on  re- 
marquera qu'à  chaque  nombre  radical  il 
répond  deux  fuites  de  nombres  entiers  ;  la 
fupérieure  efl:  celle  des  nombres  P%  — P\ 
P"^  — P"',  (S-c.  &  l'inférieure  eft  celle 
des  nombres  ^t-»  a^S  /^"^  i""'>  ^c- 


A    D    D    1    T    I 


O    N    S, 


I     I     I     I     é'C. 
12    2    2    &C. 


12    12    12    1    &C. 
112    12    12    (St. 


«/? 


I    1    I    I   •S'c. 
2444  ^^* 


v/6 


t/7 


I     2    I     2    I     2    I    (St. 

2242424  6'c. 
I  3  2  3  I  3  2 
211141114  6»^. 


1  6'c. 


v/8 


1  4  I  4  I  4  1  é'C. 

2  I  4  I  4  I  4  â^C. 


|/lO 

I    I    1    I    &c. 

3  6  6  6  é-c. 

l/II 

I    2    I    2    I    2    I    «Ê-C. 

3  3  6  3  6  3  6  é'c. 

V/12 

I    3    I    3    I    3    I    &C. 
3262626  é-c. 

V/13 

i4334i4334i«S'c. 
31111611116  6*^. 

V/14 

152515251   é'C. 
3x2161216  ùc. 

v^M 

1  6  I  6  1  6  I  (S'c. 
3  I  6  1  6  I  6  é'c. 

v/17 

1    I    I    I    I    ùc. 

4  8  8  8  8  é-c. 

v/i8 

121212121    é'C. 
448484848  (S-c. 

)/i9 


13525313^2531  é'C. 
421  3  12821  3128  (S'C. 


^/20 


1414 
4282 


141  &c. 
8  2  8  é'c. 
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v^23 

172717271   Ä-c. 
413181318  é««:. 

1/24 

I  8  I  8  I  8  I  é'c. 
4  I  8  I  8  I  8  é-c 

1/26 

I        I        I        I     é'C. 
5    10    10    10   é'C. 

V^i 

12       12       12       I    é-C. 

5   ç   10  5   10  5   10  &C. 

v/28 

1343        1343       I    ^^• 

5323    10  323    10  ^c^. 

v/29 

14554      14554      I    é-c. 

52II2IO2II2IO    é'C. 

v/30 
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v^3i 

16532356     165  fi-c. 
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v/32 

1747        1747        I     '^<^' 
5IIIIOIIIIO    é-C. 

v^33 
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5     I     2    I     10    I    2    1     10    é-C. 

v/34 

1929     1929     I   é-c. 
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v^3  5 

I   10     I   10     I   10     I   10  6'f. 
5      I    10     I   10     I   10     I   <S^c. 

v/37 

I     I     I     I     I   6'c. 
6  12   12  12  12  &c. 

v/38 

I   2     I     2     I   2     I  6'c. 
6  6  12  16  12  6  12  é'c. 

^39 

I   3     I   3     I   3     I  é-c. 
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v/40 
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1763929367      176   (S-C. 
61131513111211   (S'c. 

v/44 
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i/^ii  ^  n  ^  13    113^  ^<^' 
y^^i  -7   16    I  14    I  6  é-c. 


1  7 
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v/65 

I        I       I       I    &c. 

9  16  16  16  &c. 
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1155111611  6'c. 
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Ainfi  on  aura,  par  exemple, 

&  ainfî  des  autres. 

Et  fi  on  forme  les  fra6lions  convergentes 


-o>  -,^  ^^  St.  >  <^^'  d  après  chacune  de 
ces  fraftions  continues  on  aura 

1 1 

^'  — 2'^'  =  !,  &c. 
&  de  *':,Ä^I 

^' — 3^*=i,  &c.  &c. 


V 
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PARAGRAPHE   III. 


Sur  la  réfolution  des  Equations  du  premier 
deux  inconnues  en  nombres  > 

Addition  pour  le  Chapitre  I. 


degré  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers. 


L 


42.  JL/ORSQu'oN  a  à  réfoudre  une  équa- 
tion de  cette  forme 

ax  —  hy^nzc  y 
o\xa^h^  c  font  des  nombres  entiers  donnés 
poßtifs  ou  négatifs ,  &  où  les  deux  incon- 
nues AT  &  j/  doivent  être  aufîi  des  nombres 
entiers ,  il  fuffit  de  connoître  une  feule  fo- 
lution ,  pour  pouvoir  en  déduire  facilement 
toutes  les  autres  folutions  pofïïbles. 

En  effet ,  fuppofons  que  l'on  fache  que, 
ces  valeurs,  x^^^ct  ^  yz:^9>  ^  fatisfont  à 
l'équation  propofée ,  «  &  /3  étant  des  nom- 
bres entiers  quelconques ,  on  aura  donc 
aa  —  bß  =  c^  &  par  conféquent  ax  —  by 
z=.act  —  bß y  ou  bien  a{x — <x.) — b{y — ß) 
::;=  o  5  d'où  l'on  tire 

X  —  a.  ___  b 

Kkiij 
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Qu'on  réduife  la  fradion  -  à  Ces  moîn- 
dres  termes ,  &  fuppofant  qu  elle  fe  change 

par -là  en  celle  -  ci ,  —,  où  ^'  &  a'  feront 
premiers  entr'eux  ,  il  eil  vifible  que  l'équa- 
tion   =  —  ne  fauroit  fubfifter ,  dans 

y  —  ß        a'  ' 

îa  fuppofition  que  x  —  «  &  y  —  ß  foient 
des  nombres  entiers ,  à  moins  que  l'on  ait 
X  —  «=/72^'^  &  y  —  ß  =  ma\  m  étant 
un  nombre  quelconque  entier  ;  de  forte  que 
l'on  aura  en  général  x=a.jf.mh\  &  ^  =  ^ 
*^nza\  m  étant  un  nombre  entier  indé- 
terminé. 

Comme  on  peut  prendre  m  pofîtif  ou 
négatif  à  volonté  ,  il  eft  facile  de  voir  qu'on 
pourra  toujours  déterminer  ce  nombre  m , 

en  forte  que  la  valeur  de  x  ne  foit  pas  plus 

II 
grande  que  - ,  ou  que  celle  de  y  ne  foit 

pas  plus  grande  que  -  ,  (abftraftion  faite 

des  fignes  de  ces  quantités)  ;  d'où  il  s'enfuit 
que  fi  l'équation  propofée,  ax — by:=,ç^ 
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eft  réfoiuble  en  nombres  entiers ,  &  qu'on 
y  fubftitue  fuccefiivement  à  la  place  de  x 
tous  les  nombres  entiers  tant  pofitifs  qvie 
négatifs ,  renfermés  entre  ces  deux  limites 

—  & ,  on  en  trouvera  néceflairement 

2  2 

un  qui  fatisfera  à  cette  équation  ;  &  on  trou- 
vera de  même  une  valeur  fatisfaifante  àey 
parmi  les  nombres  entiers  pofitifs  ou  né- 

gatifs,  contenus  entre  les  limites—  &: 


2  2 

Ainfi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver 
une  première  folution  de  la  propofée ,  après 
quoi  on  aura  toutes  les  autres  par  les  for- 
mules ci-deflus. 

43.  Mais  fi  on  ne  veut  pas  employer  la 
méthode  de  tâtonnement  que  nous  venons 
de  propofer,  &  qui  feroitfouvent  très-la- 
borieufe ,  on  pourra  faire  ufage_  de  celle 
qui  eft  expofée  dans  le  chap.  i  du  traité 
précédent,  &  qui  eft  très-fimple  &  très-di- 
reélcj  ou  bien  on  pourra  s'y  prendre  de 
la  manière  fuivante. 

On  remarquera  1°.  que  fi  les  nombres 

Kkiv 
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aSc  l>ne  font  pas  premiers  entr*eux ,  l'équa- 
tion ne  pourra  fubfifter  en  nombres  entiers, 
à  moins  que  le  nombre  donné  c  ne  foit  di- 
vifible  par  la  plus  grande  commune  me- 
fure  de  a  d)C  b.  De  forte  qu'en  fuppofant 
la  divifion  faite  lorfqu'elle  a  lieu,  &  dé- 
fignant  les  quotiens  par  a' ,  ^' ,  c' ,  on  aura 
à  réfoudre  l'équation 

ou  a'  &  /^'  feront  premiers  entr'eux. 

2°.  Que  Ü  Ton  peut  trouver  des  valeurs 
de  p  Si  de  q  qui  fatisfafTent  à  l'équation 

a' p — b'  ^=^  +  1  , 
on  pourra  réfoudre  l'équation  précédente  ; 
car  il  ell  viùble  qu'en  multipliant  ces  valeurs 
par  +c' ,  on  aura  des  valeurs  qui  fatisferont 
à  l'équation  a\x — by:=c'',  c'eft-à-dire  qu'on 
aura  x:=^+pc'  &  j=+^c'. 

Or  l'équation  a'p — b'(f=z+i  eu  toujours 
réfoluble  en  nombres  entiers ,  comme  nous 
l'avons  démontré  dans  l'art.  23  ;  &  pour 
trouver  les  plus  petites  valeurs  de/?  &  de  ^ 
qui  y  peuvent  fatisfaire ,  il  n'y  aura  qu'à 
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il 

convertir  la  fradion  —  en  fraftion  continue 

a' 

par  la  méthode  de  Tart.  4 ,  &  en  déduire 
enfuite  la  férié  des  frayions  principales  con- 

Li 

vergentes  vers  la  même  fra6lion  —  par  les 

formules  de  Fart,  i  o  j  la  dernière  de  ces 

fraftions  fera  la  fraftion  même  —  ,  &  fi  on 

déligne  Tavant-derniere  par  ^,  on  aura  par 
la  loi  de  ces  fraftions  ,  (art.  12),  a'p — b'q 
=  +  ï  î  ^6  figne  fupérieur  étant  pour  le  cas 
oîi  le  quantième  de  la  fraftion^  eft  pair, 
&  rinférieur  pour  celui  où  ce  quantième 
eft  pair. 

Ces  valeurs  Ae  p  d^  àe  q  étant  ainfî  con- 
nues, on  aura  donc  d'abord  jcr^+^c'  & 
yz::=^-^qc\  &  prenant  enfjite  ces  valeurs 
pour«  &  /3,  on  aura  en  général  (art.  42), 

exprefîions  qui  renfermeront  nécefTaire- 
ment  toutes  les  folutions  pofîibles  en  nom- 
bres entiers  de  l'équation  propofée. 

Au  reile ,  pour  ne  laifTer  aucun  embarras 
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dans  la  pratique  de  cette  méthode ,  nous 
remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
&  b  puiffent  être  pofîtifs  ou  négatifs,  on 
peut  néanmoins  les  prendre  toujours  pofî- 
tivement ,  pourvu  qu'on  donne  des  fignes 
contraires  à  a:  ,  fî  a  eft  négatif,  Ôcàj,  fi 
b  eft  négatif. 

Exemple. 

-  44.  Pour  donner  un  exemple  de  îa  mé- 
thode précédente  ,  nous  prendrons  celui 
de  l'art.  14  du  chap.  i  du  traité  précéd. 
où  il  s'agit  de  réfoudre  l'équation  3  9/?^=  5  ^q 
-[- 1 1  j  changeant/?  en  ;>;  &  ^  en  j' ,  on  aura 
donc 

Ainfi  on  fera  ^=39,  b=z<^6  &  cz=:ii  ^ 

&  comme  5  6  &  3  9  font  déjà  premiers  entre 

eux,  on  aura  ^'  =  39,  ^'=1:56,  c'=ii. 

On  réduira  donc  en  fraftion  continue  la 

II 

fraction  -  =  ^ ,  &  pour  cela  on  fera , 
a'         3^ 

(  comme  on  l'a  déjà  pratiqué  dans  l'art.  20), 

le  calcul  fuivant, 
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5^3 


119 

17 


39 

11 

5 


17 


2  : 

2 

o. 


Enfuite ,  à  Faide  des  quotiens  i  ,  2  ,  3  , 
6'c.  on  formera  les  fraftions 


1,    ^, 
1 5   2  ? 


3,     2,     2. 

10  2?  56 

7    )     16  5     39  î 

&  la  pénultième  fraftion  ^  fera  celle  que 
nous  avons  défignée  en  général  par  ^  y  de 
forte  qu'on  aura/7r=2  3 ,  ^21=16  ;  &  comme 
cette  fraftion  eft  la  quatrième ,  &  par  con- 
féquent  d'un  quantième  pair ,  il  faudra 
prendre  le  figne  fupérieur  5  ainfi  l'on  aura 
en  général 

ä::=:=  23  .1  I-[- 56/72  ,    &  y  =  I  6.1  I-j-39/W, 

m  pouvant  être  un  nombre  quelconque  en- 
tier pofîtif  ou  négatif. 
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Remarque. 

45.  On  doit  la  première  folution  de  ce 
problème  à  M.  Backet  de  Me^iriac ,  qui 
Ta  donnée  dans  la  féconde  édition  de  Ces 
Récréations  mathématiques,  intitulées Pro- 
b  le  mes  plaifaiis  &  délcBables ,  &c,  La  pre- 
mière édition  de  cet  Ouvrage  a  paru  en 
161 2  ,  mais  la  folution  dont  il  s'agit,  n'y 
eft  qu'annoncée ,  &  ce  n'eft  que  dans  l'édi- 
tion de  1624  qu'on  la  trouve  complette. 
La  méthode  de  M.  Backet  eft  très-dire8:e 
6c  très-ingénieufe ,  &  ne  laifTe  rien  à  dé- 
lirer du  côté  de  l'élégance  &  de  la  géné- 
raUté. 

Nous  faififfons  avec  plaifir  cette  occa- 
fîon  de  rendre  à  ce  favant  Auteur  la  juftice 
qui  lui  eft  due  fur  ce  fujet ,  parce  que  nous 
avons  remarqué  que  les  Géomètres  qui  ont 
traité  le  même  problème  après  lui,  n'ont 
jamais  fait  aucune  mention  de  fon  travail. 

Voici  en  peu  de  mots  à  quoi  fe  réduit 
la  méthode  de  M.  Backet,  Après  avoir  fait 
Voir  comment  la  folution  des  équations  de 
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la  forme  ax — byzz=.c^  {a  ^  b  étant  pre- 
miers entr'eux  ) ,  fe  réduit  à  celle  de  ax 
—  by^=^+i ,  il  s'attache  à  réfoudre  cette 
dernière  équation  ,  &  pour  cela  il  prefcrit 
de  faire  entre  les  nombres  a  &  ^  la  même 
opération  que  fî  on  vouloit  chercher  leur 
plus  grand  commun  divifeur,  (c'eft  aufli 
la  même  que  nous  avons  pratiquée  ci- de- 
vant) 5  enfuite  nommant  c,  d^  ^  t  fy  ^c, 
les  reftes  provenant  des  différentes  divi- 
sons ,  &  fuppofant ,  par  exemple ,  que  / 
foit  le  dernier  refte  qui  fera  néceffairement 
égal  à  l'unité,  (à  caufe  que  a  ßc  b  font 
premiers  entr'eux ,  hyp,  )  ,  il  fait ,  lorfque 
le  nombre  des  reftes  eft  pair ,  comme  dans 
ce  cas, 

€4-i=s  -f-=^  -i-^y,  ~-^^, 
-1 — *> 

ces  derniers  nombres  /2  &  «  feront  les  plus 
petites  valeurs  de  x  &j/. 

Si  le  nombre  des  reftes  étoit  impair, 
comme  fi  ^  étoit  le  dernier  refte  =-1^  alors 
il  faudroit  faire 
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Il  eft  facile  de  voir  que  cette  méthode 
revient  au  même  dans  le  fond  que  celle  du 
chapitre  premier;  mais  elle  en  eft  moins 
commode  ,  parce  qu'elle  demande  des  di- 
visons j  au  refte ,  les  Géomètres  qui  font 
curieux  de  ces  matières ,  verront  avec 
plaifir  dans  l'Ouvrage  de  M.  Backet  les 
artifices  qu'il  a  employés  pour  parvenir  à 
la  regle  précédente  ,  &  pour  en  déduire  la 
folution  complette  des  équations  de  la  forme 
ax — hy=.c. 


%0-  '%â^ 
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PARAGRAPHE    IV. 

Méthode  générale  pour  réfoudre  en  nombres 
entiers  les  Equations  à  deux  inconnues , 
dont  l'une  ne  paffe  pas  le  premier  degré. 

Addition  pour  le' Chapitre  III, 

46. ^ OIT  propofée  l'équation  générale, 
a-\-bx-^cy-\-dx^-\-exy-\-fx''-^gx'y-^hx^ 
>-\-kx'^y-\'  &c.=o,  dans  laquelle  les  coef- 
ficiens  a^  b j  c  &c,  foient  des  nombres  en- 
tiers donnés,  &  où  x  &  j  foient  deux  nom- 
bres indéterminés ,  qui  doivent  aufîi  être 
entiers. 

Tirant  la  valeur  à^y  de  cette  équation, 
on  aura 

a'^bx-\-'dx-,-\-fx'''-^hx^-\- ,  &c, 
•^  c-^eX'\-gx^'\-kx^~\-  y  &c, 

ainfî  la  queftion  fera  réduite  à  trouver  un 
nombre  entier  qui  ;,  étant  pris  pour  x ,  rende 
le  numérateur  de  cette  fra^lion  divifible 
par  fon  dénominateur. 
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Soit  fuppofé 
p-=:a-\*bx-\-dx^-\-fx^'-^hx^-\-  ^  &c, 
q=c-\-ex-\-gx^-\-kx''-\-  ^  &c, 
&  qu'on  retranche  x  de  ces  deux  équations 
par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre ,  on 
aura  une  équation  finale  de  cette  forme, 
A-\-Bp-\-Cq-\-Dp^-+Epq-\'Fq^--\-Gp''-^  ùc. 
=  0, 
où  les  coefficiens  A ,  B  ,  C  &c.  feront  des 
fon6^ions  rationnelles  &  entières  des  nom- 
bres a,  b ,  c ,  &c. 

Maintenant ,  puifque  y=z — ^,  on  aura 
aufîi  /?  =  —  qy  i  de  forte  qu'en  iübftiiuant 
cette  valeur  de  /? ,  il  viendra 
A-^Byq+Cq+Dff-Epqy+Ff 

où  l'on  voit  que  tous  les  termes  font  mul- 
tipliés par  q^  à  l'exception  du  premier  ter- 
me A  ;  donc  il  faudra  que  le  nombre  A 
foit  divifible  par  le  nombre  q ,  autrement 
il  feroit  impoflible  que  les  nombres  q  &y 
puffent  être  entiers  à  la  fois. 

On  cherchera  donc  tous  les  divifeurs  du 
nombre  entier  connu  A ,  Se  on  prendra 

fuccefîivement 
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fucce/lîvement  chacun  de  ces  divifeurs 
pour  q  i  on  aura  par  chacune  de  ces  fup- 
pofitions  une  équation  déterminée  en  x  ^ 
dont  on  cherchera ,  par  lès  méthodes  con* 
nues ,  les  racines  rationnelles  &  entières , 
s'il  y  en  a  ;  on  fubflituera  enfuite  ces  ra- 
cines à  la  place  de  x,  &  on  verra  (i  les 
valeurs  réfultantes  de/?  &  de  ^  feront  telles 
que  ^  foit  un  nombre  entier.  On  fera  sût 
de  trouver  par  ce  moyen  toutes  les  valeurs 
entières  de  x  ,  qui  peuvent  donner  aufli 
des  valeurs  entières  pourjy^  dans  l'équation 
pro  po  fée. 

De-là  on  voit  que  le  nombre  des  folu- 
tions  en  entiers  de  ces  fortes  d'équations 
eft  toujours  neceß'airement  limité  j  mais  il 
y  a  un  cas  qui  doit  être  excepté ,  &  qui 
échappe  à  la  méthode  précédente. 

47.  Ce  cas  eft  celui  où  les  coefficiens 
€,  ^,  Â: ,  &c,  font  nuls,  en  forte  que  l'on 
ait  fimplement 
__       a^bx-\-dx''-\-fx'-\-kx'-\'  &c, 

or  voici  comment  il  faudra  s'y  prendre 
Tome  IL  Li 
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pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
pourront  r<îndre  la  quantité 

a-\'bx^dx'^ -\-fx^' -\-hx^-^  ^  &c, 
divifîbîe  par  le  nombre  donné  c  :  je  fup- 
pofe  ci'abord  qu'on  ait  trouvé  un  nombre 
entier  n  qui  fatisfalTe  à  cette  condition  ,  il 
eft  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la 
forme  n-^y-c  y  fatisfera  auffi ,  H'  étant  un 
nombre  quelconque  entier  ;  de  plus  fi  /z  eft 
>  ^ ,  (  abftra6iion  faite  des  fignes  de  /z  & 
de  c)  y  on  pourra  toujours  déterminer  le 
nombre  y^  &  le  figne  qui  le  précède ,  en 
forte  que  le  nombre  n-jryc  devienne  <^; 
3c  il  eft  aifé  de  voir  que  cela  ne  fauroit 
fe  faire  que  d'une  feule  manière ,  les  valeurs 
de  72  &  de  c  étant  données  ;  donc  fi  on  dé- 
fignepar  n'  cette  valeur  de  ;z+mc,  laquelle 
eft  <  ^,  &  qui  fatisfait  à  la  condition  dont 
il  s'agit,  on  aura  en  général  nzz=:n'^yc y 
/^  étant  un  nombre  quelconque. 

D'où  je  conclus  que  fi  on  fubfi:itue  fuc- 
ceffivement ,  dans  la  formule  a-\-I:x-\~dx* 
^fx'-Y,  &c.  à  la  place  de  x  tous  les  nom- 
bres entiers  pofidfs  ou  négatifs  v|ui  nepaiTent 
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pas  - ,  &  qu'on  dénote  par  n\  /z" ,  «'"  &c, 
ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  la  quan- 
tité a-^-bx-^dx^-  -^^  &c,  divifible  par  c, 
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire 
le  même  efFet ,  feront  néceffairement  ren- 
fermés dans  ces  formules 

n'±{^'Cy  n"±/^"c,  /z'"+/x'"c,  &c. 
fj} ^  At",  /a'",  &c,  étant  des  nombres  quel- 
conques entiers. 

On  pourroit  faire  ici  difierentes  rerriar-« 
ques  pour  faciliter  la  recherche  des  nombres 
n\  rC\  /z'",  &c.  mais  nous  ne  croyons  pas 
devoir  nous  arrêter  davantage  fur  ce  fujet, 
d'autant  que  nous  avons  déjà  eu  occafion 
de  le  traiter  dans  un  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  BerUn  pour 
l'année  1768  ,  &  qui  a  pour  titre  nouvelle. 
Méthode  pour  réfoudre  les  Problèmes  indé* 
terminés» 

48.  Je  dirai  cependant  encore  un  mot 
de  la  manière  de  déterminer  deux  nombres 
A-  &  y ,  en  forte  que  la  fra6lion 
ay'^\-by'^-''x -\- dy"" " ^ x^ -^-fy"" -^x^-\-  &c, 

c 

Ll  ij 
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devienne  un  nombre  entier  ;  c'efl  une  re- 
cherche qui  nous  fera  fort  utile  dans  la 
fuite. 

Je  fuppofe  que  y  ^  x  doivent  être  pre- 
miers entr'eux ,  &  que  de  plus  j^  doive  être 
premier  à  c ,  je  dis  qu'on  pourra  toujours 
faire  x:=.ny — c{ ,  /z  &  ;^  étant  des  nombres 
indéterminés  j  car  en  regardant  x ,  jy  &  c 
comme  des  nombres  donnés ,  on  aura  une 
équation  qui  fera  toujours  réfoluble  en  en- 
tiers par  la  méthode  du  §.  III,  à  caufe  que 
j^  &  c  n'ont  d'autre  commune  mefure  que 
l'unité  ,  par  Thypothefe.  Or  ß  on  fubflitue 
cette  exprefllon  de  x  dans  la  quantité  ay"" 
-\-l?y'^-^x-\-cly"'~^x^'^&c.  elle  deviendra 
(a-\-l?n'-\-dnr  -\-fjv  -f-  &c.  )y"' 
—  (6-\'2d7î-^{fn^-i-&c.)cy'"-'i 

— ,  &c, 
&  il  efl:  clair  que  cette  quantité  ne  fauroit 
être  divi(ible  par  c,  k  moins  que  le  premier 
terme 

{a-\-bn-\-dn''^fn'^'\-  &c.  )y'" 
ne  le  foit ,  puifque  tous  les  autres  termes 
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font  des  multiples  de  c.  Donc ,  comme  c  &  y 
font  fuppofés  premiers  entr'eux ,  il  faudra 
que  la  quantité 

a-^lpfî-^Jn'-^fn'-y-,  &c, 
foit  elle-même  divifible  par  c  ;  ainfi  il  n'y 
aura  qu'à  chercher  par  la  méthode  de  l'art, 
préc.  toutes  les  valeurs  de  n  qui  pourront 
fatisfaire  à  cette  condition  ,  &  alors  ori  aura 
en  général 

x  —  ny  —  ai^ 
^  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Il  efl  bon  d'obferver  que  quoique  nous 
ayons  fuppofé  que  les  nombres  x  d^  y  doi- 
vent être  premiers  entr'eux ,  ainfi  que  les 
nombres  y  &  c ,  notre  folution  n'en  eu  ce- 
pendant pas  moins  générale  ;  car  fi  on  vou- 
loit  que  x  Se  y  euffent  une  commune  me- 
fure  a,  il  n'y  auroit  qu'à  mettre  a.x'  Se  «j/' 
à  la  place  de  x  Sey,  &  on  regarderoit  en- 
fuite  x'  8c  y'  comme  premiers  entr'eux  ;  dé 
même  ü  y'  Se  c  dévoient  avoir  une  com- 
mune mefure  ß ,  on  pourroit  mettre  ßy''  à 
la  place  dey\  &  il  feroit  permis  de  regarder 
y  Sec  comme  premiers  entr'eux. 

Lliij 
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PARAGRAPHE  V. 

Méthode  dlrccic  &  générale  pour  trouver  les 
valeurs  de  x ,  qui  peuvent  rendre  ration^» 
nelles  les  quantités  de  la  forme 

V(a+bx+cx^), 
&  pour  réfoudre  en  nombres  rationnels  les 
équations  indéterminées  du  fécond  degré 
à  deux  inconnues ,  lorf quelles  admettent 
des  folutions  de  cette  efpece, 

Addition  pour  le  Chapitre  I V, 

49.  Je  fuppofe  d'abord  que  les  nombres 
connus  a^  b  ^  c  foient  entiers  ;  s'ils  étoient 
fraftionnaires ,  il  n'y  auroit  qu'à  les  réduire 
à  un  même  dénominateur  carré ,  &  alors 
il  eft  clair  qu'on  pourroit  toujours  faire  abt- 
traftion  de  leur  dénominateur;  quant  au 
nombre  x  ,  on  fuppofera  ici  qu'il  puifle  être 
entier  ou  fraftionnaire  ,  &  on  verra  par  la 
fuite  comment  il  faudra  réfoudre  la  ques- 
tion ,  lorfqu'on  ne  veut  admettre  que  des 
nombres  entiers, 
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Soit  donc 

&  Ton  en  tirera 

de  forte  que  la  difficulté  fera  réduite  à  ren- 
dre rationnelle  la  quantité 

50.  Suppofons  donc  en  général  qu'on  ait 
à  rendre  rationnelle  la  quantité  \/\^Ay--\-B^^ 
c'eft-à-dire ,  à  rendre  Ay--\-B  égal  à  un 
carré ,  A  ^  B  étant  des  nombres  entiers 
donnés  pofitifs  ou  négatifs ,  &  j/  un  nombre 
indéterminé  qui  doit  être  rationnel. 

Il  eft  d'abord  clair  que  ß  Fun  des  nom- 
bres A  on  B  étoit  =:i  ,  ou  égal  à  un  carré 
quelconque ,  le  problème  feroit  réfoluble 
par  les  méthodes  connues  de  Diopkante  ^ 
qui  font  détaillées  dans  le  chap.  IV  ;  ainfî 
nous  ferons  ici  abllraftion  de  ces  cas,  ou 
plutôt  nous  tâcherons  d'y  ramener  tous  les 
autres. 

De  plus ,  fi  les  nombres  A  Se  B  étoient 
divifibles  par  des  nombres  carrés  quelcon- 
ques ,  on  pourroit  außi  faire  abftra6lion  de 

Ll  iv 
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ces  divifeurs,  c'eft-à  dire  ,  les  fupprimer,' 
en  ne  prenant  pour  A  S^  B  que  les  quotiens 
qu'on  auroit  après  avoir  divifé  les  valeurs 
données  par  les  plus  grands  carrés  pofîibles  5 
en  effet,  fuppofant^^*"^',  &  B=:ß^B\ 
on  aura  à  rendre  cag-é  le  nombré^M'  ct^y- 
^B'ß^;  donc  divifant  par  /3- ,  &  faifant 
y=:^',  il  s'agira  de  déterminer  l'inconnue 

y'  ^  en  forte  que  Ay^-\-B'  foit  un  carré. 

D'où  il  s'enfuit  que  dès  qu'on  aura  trouvé 
une  valeur  de  jy^  propre  à  rendre  Ay^-\-B 
égal  à  un  carré,  en  rejetant  dans  les  valeurs 
données  do  A  èc  de  B  l.es  fafteurs  carrés 
«-  $L  /2^  qu'elles  pourroient  renfermer,  il  n'y 
aura  qu'à  multiplier  la  valeur  trouvée  dejy 
par  §  ,■  pour  avoir  celle  qui  convient  à  la 
quantité  propofée. 

51.  Confidéroos  donc  la  formule  Ay"* 
-r^-B,  dans  laquelle  A^B  foient  des  nom- 
bres entiers  donnés  qui  ne  foient  divifibles 
par  aucun  carré  ;  &  comme  on  fuppofe  que 
y  puifTe  être  une  fraRion  ,  faifons  y==^^-  ^ 
p^q  étant  des  nombres  entiers  &  premiers 
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entr'eux ,  pour  que  la  fraftion  foit  réduite 
à  fes  moinclre,s  termes  ;  on  aura  donc  la 

quantité  ~^-^B  qui  devra  être  un  carré  j 

donc  Ap'"-\-Bf  devra  en  être  un  auffi  j  de 
forte  qu'on. aura  à  refondre  l'équation  Ap' 
^^  B  q''^^^^^  i  en  fuppofant/?,  !?  ^  {  ^^^ 
nombres  entiers. 

Or  je  dis  qu'il  faudra  que  q  foit  presiier 
^.A ,  &  que  p  le  foit  à  ^y  car  Ci  q  6^  A 
ävöient.  un  commun  divifeur ,  il  eil:  clair 
que  îé  terme  Bq^  feroit  divifible  par  le  carré 
de.  ce  divifeur  j  .&  que  le  terme  Ap^  ne 
feroit  divifible  que  par  la  première  puif- 
fance  du  même  divifeur ,  à  caufe  que  q  ^p 
font  premiers  entr'eux,  &  que  A  eu  fup- 
pofé  ne  contenir  aucun  facteur  carré  ;  donc 
Ile 'nombre  Àp^-^Bq"^  ne  feroit  divifible 
qtfurie  feule  fois'* j^ar le  "divifeur  commun 
de  q  Si  de  A ,  par  confequent  il  feroit  im- 
p'ofîible  que  ce  nombre  (ut  un  carré.  O a 
prouvera  de  même  que  p8z  B  ne  fauroient 
avoir  aucun  divifeur  commun. 
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Réfolution  de  Ü équation  Ap'-|-Bq*=Z=  en 
nombres  entiers, 

52.  Suppofons  A  plus  grand  que  B  ^  on 
écrira  cette  équation  ainfi, 

&  on  remarquera  que  comme  les  nombres 
/? ,  ^  &  {  doivent  être  entiers  ,  il  faudra 
que  7^^ — B  q^  foit  divi(ible  par  A, 

Donc  y  puifque  A^  q  font  premiers  en-r 
tr'eux  ,  (  art.  préc.  )  ,  on  fera ,  fuivant  la 
méthode  du  §.  IV,  art.  48,  ci-defTus, 

l  =  nq  —  Aq', 
n  èc  q'  étant  deux  nombres  entiers  indé- 
terminés ',  ce  qui  changera  la  formule  i^ 
—  Bq-  en  celle-ci, 

(n'  —  B)q'  —  inAqq'-\-A'q% 
dans  laquelle  il  faudra  que  /z' — B  foit  di- 
vifible  par  A ,  en  prenant  pour  n  un  nom- 
bre entier  non  >  ^. 

On  effayera  donc  pour  n  tous  les  nom- 
bres entiers  qui  ne  furpalTent  pas  -,  &  fi 
on  n'en  trouve  aucun  qui  rende  n- — B  di-» 
vifible  par  ^ ,  on  en  conclura  fur  le  champ 
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que  réquation  Ap'':==^:( — Bq^  n'eft  pas  ré- 
foiuble  en  nombres  entiers ,  &  qu'ainfi  la 
quantité  Ay'-\-B  ne  fauroit  jamais  devenir 
un  carré. 

Mais  ß  on  trouve  une  ou  plufieurs  valeurs 
fatisfaifantes  de  n ,  on  les  mettra  l'une  après 
l'autre  à  la  place  de  ;z,  &  on  pourfuivra 
le  calcul  comme  on  va  le  voir. 

Je  remarquerai  feulement  encore  qu'il 
feroit  inutile  de  donner  aufîi  à  n  des  valeurs 
plus  grandes  que-j  car  nommant  n\  /z", 
/z'"  ùc,  les  valeurs  de  n  moindres  que  7, 
qui  rendront  rt — B  divifible  par  A  ,  toutes 
les  autres  valeurs  de  n  qui.  pourront  faire  le 
même  effet  feront  renfermées  dans  ces  for- 
mules ,  n'±f^'A  y  n''±f^''A  ,  72"'+/^'"^  &c. 
:(  article  47  du  §.  IV  )  j  or  fubftituant  ces 
valeurs  à  la  place  de  n  dans  la  formule 

{n'  —  B)q'—inAqq'-\-A'q%  c'eft-à-dire 
(^nq — Aq'Y — Bq- ,  il  eft  clair  qu'on  aura 
les  mêmes  réfultats'  que  fi  on  mettoit  feu- 
lement n\  n'' ,  «'"  ùc.  à  la  place  de  «, 
&  qu'on  ajoutât  à  q'  les  quantités  +/^'^, 
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Ijlw"^^  +A^"'^  &c.  de  forte  que,  comtne 
^'  eft  un  nombre  indéterminé ,  ces  fubfti- 
tutions  ne  donneroient  pas  des  formules  dif- 
férentes de  celles  qu'on  aura  par  la  fimple 
fubilitution  des  valeurs  n\  n'\  «'",  &c, 

53.  Puis  donc  que  ri' — B  doit  être  di- 
vifible  par  A ,  foit  A'  le  quotient  de  cette 
divißon,  en  forte  que  AA=zn^—B;  & 
Ï^Q^\2.(\QVV  Ap'-:(-Bf-{n'-B)f-znAqf 

-}-y^^^%  étant  divifée  par  A^  deviendra 
celle-ci, 

p^=:Aq^ — inqq'-^Aq\ 
OÙ  A'  fera  néceffairement  moindre  que  A^ 

à  caufe  que  y^^=  — ^ —  &  que  B^A  ^ 

de  n  non  >  ^  . 

Or  1°.  fi  ^'  eft  un  nombre  carré ,  il  eft 
clair  que  cette  équation  fera  réfoluble  par 
les  méthodes  connues ,  &  l'on  en  aura  la 
folution  la  plus  (impie  qu'il  eft  poflible,  en 
faifant  q'  =  o,  q=i  &  p=:zz^A', 

2°.  Si  A'  n'eft  pas  égal  à  un  carré ,  on 
verra  fi  ce  nombre  eft  moindre  que  B ,  ou 
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au  moins  s'il  eft  diviiible  par  un  nombre 
quelconque  carré ,  en  forte  que  le  quotient 
foit  moindre  que  B ,  abftraéHon  faite  des 
fîgnes  j  alors  on  multipliera  toute  l'équation 
par  A' ,  &  l'on  aura,  à  caufe  de  A  A' — ri" 

A-p'z^{A'q—nq'y—Bfi 

I 

de  forte  qu'il  faudra  que  B  q--\-A'p^  foit 

un  carré  ;  donc  divifant  par  p^  &  faifant  — 

=^'  ScA'z^C,  on  aura  à  rendre  carrée  la 

formule  By^'-^Cy  laquelle  eft,  comme  l'on 
voit,  analogue  à  celle  de  l'art.  2.  Ainii ,  fî 
C  contient  un  faéteur  carré  >-",  on  pourra 
le  fupprimer ,  en  ayant  attention  de  mul- 
tiplier enfuite  par  y  la  valeur  qu'on  trou- 
vera pour  y' ,  pour  avoir  fa  véritable  va- 
leur ;  &  l'on  aura  une  formule  qui  fera  dans 
le  cas  de  celle  de  l'art.  5 1  ,  mais  avec  cette 
différence  que  les  coefHciens  B  8c  C  de 
celle-ci  feront  moindres  que  les  coefficiens 
^&^  de  celle-là. 

54.  Mais  Cl  A'  n'eft  pas  moindre  que  j5*, 
ni  ne  peut  le  devenir  en  le  divifant  par  le 


I 
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plus  grand  carré  qui  le  mefure ,  alors  otî 
fera  ^=f^'-|~^">  ^  fubftituant  cette  va- 
leur dans  l'équation ,  elle  deviendra 

oii  n'z=in  —  vA'^ 

I 

On  déterminera ,  ce  qui  eft  toujours  pol^ 

(ible,  le  nombre  entier  f,  en  forte  que  rC 

A' 
ne  foit  pas  >  — ,   abftraftion  faite  des 

fignes,  &  alors  il  eft  clair  que  y^"  deviendra 

11- B 

'<^' ,  à  caufe  de  A' =2 — — -  &  de  ^ 

A' 
=  ou  <-^' ,  &  ;z  =  ou  <  — . 

On  fera  donc  ici  le  même  raifonnement 
que  nous  avons  fait  dans  l'article  précédent, 
&  fi  -^"  eft  carré ,  on  aura  la  réfolution  de 
l'équation;  fi  A''  n'eft  pas  carré ,  mais  qu'il 
foit  <^  ou  qu'il  le  devienne ,  étant  divifé 
par  un  carré  ,  on  multipliera  l'équation  par 

^"  &  on  aura,  en  faifant  4r=7  ^  -^" 

1 
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t 

s=C,  la  formule  By^'-y  C,  qui  devra  être 
un  carré,  &  dans  laquelle  les  coefficiens 
B  ^  C  ^  {  après  avoir  fupprimé  dans  C  les 
divifeurs  carrés ,  s'il  y  en  a  )  ,  feront  moin- 
dres que  ceux  de  la  formule  Ay^-\-B  de 
Fart.  51. 

Mais  fî  ces  cas  n'ont  pas  lieu ,  on  fera , 
comme  ci-defTus ,  ^'=«''^■■-1.^'"^  &  l'équa- 
tion fe  changera  en  celle-ci, 

où  n''=n' — v'A'  y 

72^ B 

On  prendra  donc  pour  »■■  un  nombre  en- 

A' 
tier,  tel  que  /z"  ne  foit  pas  > ,  abf- 

traftion  faite  des  fignes  j  &  comme  B  n'eft 
pas  >y^" ,  {hyp.  ) ,  il  s'enfuit  de  l'équation 

^"'=f  que  >^'"  fera  <^"j  ainfi 

on  pourra  faire  derechef  les  mêmes  raifon- 
nemens  que  ci-defTus ,  &  on  en  tirera  des 
conclufîons  femblables,  &  ainfi  de  fuite. 
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Maintenant,  comme  les  nombres  y^,' 
A\  A""  ^  A"'  &c.  forment  une  fuite  décroif- 
fante  de  nombres  entiers,  il  eft  vifible  qu'en 
continuant  cette  fuite  on  parviendra  né- 
ceiTairement  à  un  terme  moindre  que  le 
nombre  donné  B  ;  Se  alors  '  nommant  ce 
terme  C ,  on  aura ,  comme  nous  l'avons  vu 

ci-defTus,  la  formule  By-[-C  à  rendre 
égale  à  un  carré.  De  ibrte  que  par  les  opé- 
rations que  nous  venons  d'expoier ,  on  fera 
toujours  affuré  de  pouvoir  ramener  la  for- 
mule Ay--\-'B  à  une  autre  plus  fimple, 
I 

telle  que  By^'-^-C  y  au  moins  11  le  problème 
eft  réfoluble. 

5  ç.  Or ,  de  même  qu'on  a  réduit  la  for- 

mule  Ay+B  à  celle-ci  By^+C ,  on  pourra 

réduire   cette  dernière   à   cette  autre -ci, 

■  I 
Cy-]-Z> ,  ob.  D  fera  moindre  que  C ,  & 

ainfi  de  fuite  ;  &  comme  les  nombres  A^ 

B ,  C^  D  &c.  forment  une' férié  décroif^ 

faute  de  nombres  entiers,  il  efl:  clair  que 

cette  férié  ne  pourra  pas  aller  à  l'infini ,  ÖC 

qu'ainfi  l'opération  fera  toujours  néceiTai- 

rement 
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tement  terminée.  Si  la  queftion  n'admet 
point  de  folution  en  nombres  rationnels , 
on  parviendra  à  une  condition  impoflible  j 
mais  fî  la  queflion  eft  réfoluble  ,  on  arri- 
vera toujours  à  une  équation  femblable  à 
celle  de  l'art.  53  ,  &  où  l'un  des  coefficiens^ 
comme  A' ,  fera  carré  \  en  forte  qu'elle  fera 
fufceptible  des  méthodes  connues  5  or  cette 
équation  étant  réfolue  ,  on  pourra ,  en  ré- 
trogradant, réfoudre  {ucceflivement  toutes 
les  équations  précédentes ,  jufqu'à  la  pre- 
mière Ap^-\-Bq^z=^i', 

Eclairciffons  cette  méthode  par  quelques 
exemples. 

Exemple    L 

5Ö.  Soit  propofé  de  trouver  une  valeur 
rationnelle  de  x  ,  telle  que  la  formule 

devienne  un  carré.  (  Voy.  chap.  IV.  art.  57 
du  traité  précédent). 

On  aura  donc  ici  az^y ,  bz=-i  ^ ,  c=i  5  j 
donc  4c=:4.i3  ,  &  b'" — 4ac= — 139  ;  de 
forte  qu'en  nommant  y  la  racine  du  carré 
Tome  IL  Mm 
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dont  il  s'agit,  on  aura  la  formule  4.1  3^ 
— 139  qui  devra  être  up  carré  j  ainii  on 
aura  ^^=4.1  3  &  ^= — i  39  ,  où  l'on  re- 
marquera d'abord. que  A  efl  divifible  par 
le  carré  4  j  de  forte  qu'il  faudra  rejeter  ce 
divifeur  carré  &.  fuppofer  (implement  A 
=  1  3  ;  mais  on  fe  fouviendra  enfuite  de  di- 
vifer  par  2  la  valeur  qu'on  trouvera  pourj)'', 
(art.  50). 

On  aura  donc,  en  faifant  jy:='^,  l'équa- 
tion 1 3/>^  — 13  9  f^^l^.  y  ou  bien  ,  à  caufe 
que  1  39  eft  >  13  ,  on  fera /y  =^  ,    po 


ur 


avoir  — l'^^p^-^i^fz^i:;^^  ^  équation  qu'on 
écrira  ainfi, 

On  fera,  (art.  52),  {=^^ — 'i39^'>  ^ 
il  faudra  prendre  pour  n  un  nombre  entier 
non  >  ^^>  c'eft-à-dire  <70,  tel  que  /z^ 
— 13  foit  divifible  par  139;  je  trouve  /z 
=41,  ce  qui  donne  ;z^r— I3=i<>68==ï39 
.12;  de  forte  qu'en  faifant  la  fübftitution 
&  divifant  enfuite  par  — 13 9,, on  aura 
l'équation 
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Or,  comme  — 12  n'eft  pas  un  carré ^ 

cette  équatiun  n'a  pas  encore  les  conditions 

requifes  j  ainii ,  puifque  i  2  eft  déjà  moindre 

que  i  3  ,  on  multipliera  toute  l'équation  par 

— 12,  &  elle  deviendra  — 12/?'=( — 12^ 

I  I 

*\-j^\(ff — 13^%  de  forte  qu'il  faudra  que 

13^^  — 12/7-  foit  un  carré,   ou  bien,  eil 

faifant  —-z^y^  que  13^- — 12,  en  foit  uri 

aiiiîi. 

On  voit  ici  qu'il  n'y  auroit  qu'à  faire 

y=^\  ,  mais  comme  ce  n'efl  que  le  hafard 

qui  nous  donne  cette  valeur ,  nous  allons 

pourfuivre  le  calcul  félon  notre  méthode, 

jufqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  formule 

qui  foit  fufceptible  des  méthodes  ordinaires.. 

Comme  1 2  eft  divifible  par  4 ,  je  rejeté  ce 

divifeur  carré ,  en  me  fouvenant  que  je  dois 

enfuite  multiplier  la  valeur  à.Q.  y'  par  2; 

j'aurai  donc  à  rendre;  carrée  la  forrnule 
I  I 

1 3  j-  —  3  ,  ou  bien  ;,  en  faifant  y=-jy  (on 
fuppofe  que  r  &/font  des  nombres  entiers 
premiers  entr'eux  ,  en  forte  que  la  fraction 

Mm  ij 
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^  foit  déjà  réduite  à  fes  moindres  termes, 
comme  la  fraélion  2.)^  celle-ci  i^r — 3/*» 
foit  la  racine  ;^' ,  j'aurai 

&  je  ferai  i'  =  mf — 13/',  m  étant  un 
nombre  entier  non  >  ^,  c'eft-à-d.  <7, 
&  tel  que  rn^-\-'^  Toit  divifîble  par  13  ;  or 
je  trouve  /77=_6  ,  ce  qui  donne  /72'-j-3;z=3^ 
:==!  3  .  3  ;  donc  fubltituant  la  valeur  de  f 
&  divifant  toute  l'équation  par  i  3  ,  on  aura 

Comme  le  coefficient  3  de/^  n'eft  ni  carré 
ni  moindre  que  celui  de/"  dans  l'équation 
précédente,  on  fera,  (art.  54),/=/^/' 
^/" ,  &  fubilituant  l'on  aura  la  transfor- 
mée 

r'=37^-2(6-3M)/-/-+(5^'-?.(^/-+i3)Â 
on  déterminera  h-  ,  en  forte  que  6 — 3/^  ne 

foit  pas  >  1,   &  il  eft  clair  qu'il  faudra 

faire />tz=:2  ,  ce  qui  donne  6 — 3/^^=05  & 

l'équation  deviendra 

'-  =  37'+/%   _ 
laquelle  eft ,  comme  l'on  voit ,  réduitô  à 
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Fétat  demandé ,  puifque  le  coefficient  du 
carré  de  l'une  des  deux  indéterminées  du 
fécond  membre  eft  aufîi  carré. 

On  fera  donc  ,  pour  avoir  la  folution  la 
plus  fimple  qu'il  eft  pofTible  ,/"^=o ,  /'^=i 
&  rzzz  \  j  donc  /:=:rftz=  2  ,  &  de-  là  y'  =j 
=  ^;  mais  nous  avons  vu  qu'il  faut  mul- 
tiplier la  valeur  de^'  par  z  ;  ainfi  on  aura 
^'=;=i  ;  donc,  en  rétrogradant  toujours, 

on  aura  —  =1  j  donc  q'^=^p  î  donc  l'équa- 

tîon  — 12/?'=( — 12^+41^')* — 139%  don- 
nera (  —  i2^-|-4i/7y=/?*  ;  donc  — 12^ 
-[-41^=^,  c'eft-à-dire  iiq=^^op  ;  donc 
y^tzrz  —  ^z'-^'  mais  comme  il  faut  di- 
vifer  la  valeur  de  y  par  2 ,  on  aura  y  =  -  ; 
ce  fera  le  côté  de  la  racine  de  la  formule 
propofée  'j-\-\^x-\-\'^x^'y  ainß  faifant  cette 
quantité  =y-,  on  trouvera  par  la  réfolu- 
tion  de  l'équation,  2 djf-{-i 5=+^,  d'où 

19  a 

On  auroit  pu  prendre  auffi — \1q-\-4\p 

^'^Pi  &  l'oi^  auroit  6^/=^^=^,  6c 

Mm  iij 
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divifant  par  2  ,  y=^ji  ;  faifantdonc  7+1  ^x 
'^i'^x-z:^(j^y  y   on  trouvera   lojc-j-iç 
—  ±r;  donc  xz^  —  "^,  ou  =  — ^. 

Si  on  vouloir  avoir  d'autres  valeurs  de  at, 
it  n'y  auroit  qu'à  chercher  d'autres  folutions 
de  l'équation  r^=zT^p-^f-  ^  laquelle  eft 
réfoluble  en  général  par  les  méthodes  con- 
nues ;  mais  on  peut  aufli ,  dès  qu'on  connoît 
une  feule  valeur  de  x ,  en  déduire  immé- 
diatement toutes  les  autres  valeurs  fatisfai- 
fantes  de  x  par  la  méthode  expliquée  dans 
le  chap.  IV  du  traité  précédent. 

Remarque. 

57.  Suppofbns  en  général  que  la  quan- 
tité a~^hx-^cx-  devienne  égale  à  un  carré 
g- ,  lorfque  x=zf^  en  forte  que  l'on  ait 

de  forte  qu'en  fubftituant  cette  valeur  dans 
la  formule  propofée ,  elle  deviendra 

Qu'on  prenne  g-^-m  {^x  — /)  pour  la  ra- 
cine de  cette  Quantité ,  m  étant  un  nom- 
bre  indéterminé ,  &  l'on  aura  l'équation 
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•^m"(^x — fy^  c'eft-à-dire  en  effaçant  p^^ 
de  part  &  d'autre  ,  &  divifant  enfuite  par 
x—f,  hA^cixAç-f^^^xmg-^nt^x—j); 
d^oii  Ton  tire 

m — c 
Et  il  efl  clair  qu'à  caufe  du  nombre  indé- 
terminé m ,  cette  expreffion  de  x  doit  ren- 
fermer toutes  les  valeurs  qu'on  peut  donner 
à  X ,  pour  que  la  formule  propofée  de  vienne 
un  carré  ;  car  quel  que  foit  le  nombre  carré 
auquel  cette  formule  peut  être  égale  ,  il  efl 
vifîble  que  la  racine  de  ce  nombre  pourra 
toujours  être  repréfentée  par  g-\-m(x — f) , 
en  donnant  à  m  une  valeur  convenable. 
Ainfî  quand  on  aura  trouvé  par  la  mé- 
thode expliquée  ci-deffus  une  feule  valeur 
fatisfaifante  de  x^  il  n'y  aura  qu'à  la  prendre 
pour/,  &  la  racine  du  carré  qui  en  réfultera 
pour  g  s  l'ori  aura,  par  la  formule  précé- 
dente, toutes  les  autres  valeurs  pofîibles 
de  X, 

Dans  l'exemple  précédent  on  a  trouvé 

Mm  iv 
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y=-&  xz=^ — |;  ainfi  on  fera  ^=jj  & 
/== — |,  &  Ton  aura 

19 — 10/72 — inï" 

c'eft  l'expreffion  générale  des  valeurs  ra- 
tionnelles de  X ,  qui  peuvent  rendre  carrée 
la  quantité  y-j-i  5  a:-|-I3-^*. 

Exemple     IL 

58.  Soit  encore  propofé  de  trouver  une 
valeur  rationnelle  dejy ,  telle  que  23^ — 5 
foit  un  carré. 

Comme  23  &  5  ne  font  divifibles  par 
aucun  nombre  carré ,  il  n'y  aura  aucune 
réduftion  à  y  faire.  Ainfi  en  faifant^  =  ^, 
il  faudra  que  la  formule  23/?^ — 5^*  de- 
vienne un  carré  :(  \  de  forte  qu'on  aura 
l'équation  23/?'=:{*4"5  ?^' 

On  fera  donc  :^nq — 23^' ,  &  il  faudra 
prendre  pour  n  un  nombre  entier  non  >  ^-^ 
tel  que  «^-{"5  ^^^^  divifible  par  23.  Je 
trouve  n=^%  ,  ce  qui  donne  rû^-\-^z=ziyt^ , 
6ç  cette  valeur  de  n  eil  la  feule  qui  ait 
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les  conditions  requifes.   Subftituant  donc 
8^ — 23^'  à  la  place  de  :[,  &  divifant toute 

l'équation  par  23  ,  j'aurai  celle-ci, 

I 

/?^  =  3f— 2.8^f  +  23f , 

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  3 

efl:  déjà  moindre  que  la  valeur  de  B  qui 

eft  5  ,  abfl:ra6lion  faite  du  figne. 

Ainfî  on  multipliera  toute  l'équation  par 

I 

3  ,  &  l'on  aura  3/=(3^  — 8<7'y-f  5^- j 

de  forte  qu'en  faifant  —  =y ,  il  faudra  que 

I 
la  formule  — 5J'''-|-'3  ^oi^  un  carré,  où 

les  coefficiens  5  &  3  n'admettent  aucune 

réduftion. 

Soit  donc  j:=:=^,  (r  &/font  fuppofés 
premiers  entr'eux  ,  au  lieu  que  ^'  &  /?  peu- 
vent ne  pas  l'être  )  ,  &  l'on  aura  à  rendre 
carrée  la  quantité  — 5 '*'-}- 3/%'  de  forte 
qu'en  nommant  la  racine  ;[',  on  aura  — 5^" 
+  3/'=f ,  &  de-là  _5.>=.^-_3/-.. 

I 

On  prendra  donc  {'  z:^  ^f-^  5/»  &  il 
faudra  que  m  foit  un  nombre  entier  non 
>  ^ ,  &  tel  que  ni' — 3  foit  divifible  par  5  ; 
pr  ç'çft  ce  qui  eft  impofliblç  ,  car  on  ne 
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poiirroit  prendre  que  m=^i  ou  =2  ,  ce 
qui  donne  mr — 3=  —  2  ou  =1.  Ainfi  on 
en  doit  conclure  que  le  problème  n'efl  pas 
réfoluble  ,  c'eft-à-dire  qu'il  eft  impoflible 
que  la  formule  iT,y- — 5  puiffe  jamais  de- 
venir égale  à  un  nombre  carré  ,  quelque 
nombre  que  l'on  fubftitue  à  la  place  de^. 
Corollaire. 

59.  Si  on  avoir  une  équation  quelcon- 
que du  fécond  degré  à  deux  inconnues , 
telle  que  a-\-bx~\-cy-\-dx^-\-exy-\-fy-=:zo , 
&  que  l'on  proposât  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  a:  &  j/  qui  fatisfiffent  à  cette 
équation ,  on  y  pourroit  parvenir ,  lorfque 
cela  efl  poflible  ,  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'expofer. 

En  effet,  fi  on  tire  la  valeur  dejy  en  ^, 
on  aura 
zfy-^ex-\-cz=:.}/  (Sc-\-exy^4f(a-k-bx-\-dx^))y 

ou  bien  en  faifant 

ct-zz^r  —  4^/,  ß=zzce — 4^/,  7^=6* — 4^, 
ify-{-ex-\~c=zz\/('^-\-ßx-{-yx^)^ 
de  forte  que  la  queftion  fera  réduite  à  trou- 
ver des  valeurs  de  x  qui  rendent  rationnel 
le  radical  yi^-^-ßx-^yx"). 
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Remarque. 

60.  Nous  avons  déjà  traité  ce  même 
fujet ,  mais  d'une  manière  un  peu  différente , 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Scien- 
ces de  Berlin  pour  l'année  1767,  &  nous 
croyons  être  les  premiers  qui  ayons  donné 
une  méthode  dire61:e  &  exempte  de  tâton- 
nement pour  la  folution  des  problèmes  in- 
déterminés du  fécond  degré.  Le  Lefteur 
qui  fera  curieux  d'approfondir  cette  ma- 
tière, pourra  confulter  les  Mémoires  cités, 
où  il  trouvera  fur-tout  des  remarques  nou- 
velles &  importantes  fur  la  recherche  des 
nombres  entiers  qui ,  étant  pris  pour  n , 
peuvent  rendre  n""  —  B  divifible  par  A  ^ 
A  d>L  B  étant  des  nombres  donnés. 

On  trouvera  aufîi  dans  les  Mémoires  pour 
les  années  1770  &  fuivantes,  des  recher- 
ches fur  la  forme  des  divifeurs  des  nombres 
repréfentés  par  i' — Bq^  ;  de  forte  que  par 
la  forme  même  du  nombre  A^  on  pourra 
juger  fouvent  de  l'impoffibiiité  de  l'équa- 
tion Ap^-z=zf  —  Bfy  o\iAy^-\-B=  à  un 
carré ^  (art,  52), 
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PARAGRAPHE    VL 

Sur  les  doubles  &  triples  Egalités, 

6\.  i\  ous  traiterons  ici  en  peu  de  mots 
des  doubles  &  triples  égalités,  qui  font  d'un 
ufage  très-fréquent  dans  l'analyfe  de  Dio' 
■phante  ^  &  pour  la  folution  defquelles  ce 
grand  Géomètre  &  fes  Commentateurs  ont 
cru  devoir -donner  des  règles  particulières. 

Lorfqu'on  a  une  formule  contenant  une 
ou  plufieurs  inconnues  à  égaler  à  une  puif^ 
fance  parfaite  ,  comme  à  un  carré  ou  à  un 
cube  &c.  cela  s'appelle  dans  l'analyfe  de 
Diophante  une  égilité  fimple  ;  &  lorfqu'on 
a  deux  formules  contenant  la  même  ou  les 
mêmes  inconnues  à  égaler  chacune  à  â^ts 
puilTances  parfaites ,  cela  s'appelle  une  éga* 
lité  double ,  &  ainiî  de  fuite. 

Jufqu'ici  on  a  vu  comment  il  faut  ré- 
foudre les  égalités  fimples  où  l'inconnue  ne 
pafTe  pas  le  fécond  degré,  &  où  la  puif- 
fance  propofée  eft  la  féconde,  c'eil- à-dire 
le  carré. 


Additions,        557 

Voyons  donc  comment  on  doit  traiter 
les  égalités  doubles  &  triples  de  la  même 
efpece. 

62.  Soit  d'abord  propofée  cette  égalité 
doublée , 

a -^  hx  z::=  à  un  carré 
c-^cix  =  à  un  cane, 
oîi  Tinconnue  x  ne  fe  trouve  qu*au  premier 
degré. 

Faifant  a-^èx=t^  &  c-j-i/A:=w%  & 
chalTant  x  de  ces  deux  équations  ,  on  aura 
ad — bc==Jt^ — bu^',  donc  dC=:d)u^-\-ad — hc^ 
&  (^dty=dhu'-\'{ad—bc)di  de  forte 
que  la  difficulté  fera  réduite  à  trouver  une 
valeur  rationnelle  de  u,  telle  que  dbii'-\-ad^ 
—  bcd  devienne  un  carré.  On  réfoudra 
cette  égalité  fimple  par  la  méthode  expofée 
ci-deffus,  &  connoifîant  ainß  u  on  aura 


u^ — c 


d     • 

Si  l'égalité  doublée  étoît 

ax^-\~bx  zzzzà  un  carré 
cx^  -^dx^zà  un  carré , 

il  n'y  auroit  qu'à  faire  x=:—,  &  multi- 
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plier  enfuite  l'une  &  l'autre  formule  par 

I 

le  carré  x' ,  on  auroit  ces  deux  autres  éga- 

1  I 

lires  a-^bx=^à  un  carré  ^  c-^dx=àun 
carré,  qui  font  femblables  aux  précédentes. 

Ainii  on  peut  rélbudre  en  général  toutes 
les  égalités  doubles  où  l'inconnue  ne  paiTe 
pas  le  premier  degré  ,  &  celles  où  l'incon- 
nue fe  trouve  dans  tous  lés  termes  ,  pourvu 
qu'elle  ne  paiTe  pas  le  fécond  degré;  mais 
il  n'en  eu  pas  de  même  lorfque  l'on  a  des 
égalités  de  cette  forme, 

a-^è>x~^cx'z^  à  un  carré 
et-^ßx-^yx^'z^ia  un  carré. 

Si  on  réfoud  la  première  de  ces  égalités 

par  notre  méthode  ,  &  qu'on  nomme /'la 

valeur  de  a:  qui  rend  a-^bx-\-cx^  =:^2i]i 

carré ^%  on  aura  en  général ,  (art.  57)  , 
fnf  -^  ^Sm-\- b ~\- cf 


X 

m'  —  c 


donc  fubftituant  cette  expreflion  de  x  dans 
l'autre  formule^ -|-i3jcr-|-^V 3^^,  &  la  mul- 
tipliant enfuite  par  {m'-^cy  ^  on  aura  à 
réfoudre  l'égalité, 
^{m''—cy-\rß{m'—c)  {fm\-^igm-\-b-\-cf) 
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<^y{fm''  —  ^g^^-\~^-\'^fy^=^  à  un  carré ^ 
dans  laquelle  l'inconnue  m  monte  au  qua* 
trieme  degré. 

Or  on  n'a  jufqu'à  préfent  aucune  regle 
générale  pour  réfôudre  ces  fortes  d'égalités , 
&  tout  ce  qu'on  peut  faire ,  c'efl  de  trouver 
fucceiîivemertt  différentes  folutions ,  lorf- 
qu'on  en  connoît  une  feule.  (Voyez  le  cha- 
pitre IX). 

63.  Si  on  a  voit  la  triple  égalité 

cx-\-dy  \z=zàun  carré  ^ 

on  feroit  ax-^-byzzziû ^  c x -]-■  dy  =::u'  ^  & 
hx-^kyz=p ,  &  chaffant  x  de  ces  trois 
équations ,  on  auf  oit  celle-ci , 
(ak-^h7i)u'-'(ck  —  d/iy=:^{ad—cl>)p^ 
deToftë  qu'en  faifant^;={,  la  difficulté  fê 
réduiroit  à  réfoudre  l'égalité  fimple , 
ak  —  bh   .       ck^^^dh 


=  à 


un  carre 


^4^0^^^     ^'ad — c/> 

laquelle  eft ,  comme  l'on  voit ,  dans  le  caï 

de^iïotr'é  méthode  générale. 
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Ayant  trouvé  la  valeur  de  :^,  on  aura 
«=/{,  &  les  deux  premières  équations 
donneront 

ad — cb        ^        ad — cb 
Mais  fî  la  triple  égalité  propofée  ne  con- 
tenoit  qu'une  feule  variable ,  on  retombe- 
roit  alors  dans  une  égalité  où  l'inconnue 
monteroit  au  quatrième  degré. 

En  effet ,  il  eft  clair  que  ce  cas  peut  fe 

déduire  du  précédent,   en  faifant^=i; 

'              a  T^  —  c 
de  forte  qu'il  faudra  que  l'on  ait  — ] ,  t* 

^  *  ad" — cb 

=1 ,  &  par  conféquent  ~j-—7  =  à  un 

carré. 

Or  nommant  /une  des  valeurs  de  :(  qui 
peuvent  fatisfaire  à  l'égalité  ci-defTus,  & 

.1  _LL 

faifant,  pour  abréger,  ^^^=^,  on  aura 
en  général,  (art.  57) , 

^  m'  —  e    /  * 

Donc,  fubflituant  cette  valeur  de  {"dans 

la  dernière  égalité  ,  &  la  multipliant  toute 

par  le  carré  de  m^ — e ,  on  aura  celle-ci,:. 
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a  (^fiif  —  ^gm  -j-  efY  —  c{^m-  —  e  )^ 

ad —  cb 

•==.  à  un  carré ,   où  l'inconnue  m  monte  , 

comme  l'on  voit,  au  quatrième  degré. 


PARAGRAPHE   VII. 

Méthode  directe  &  générale  pour  trouver  tou*' 
tes  les  valeurs  de  y  exprimées  en  nombres 
entiers ,  par  lejquelles  on  peut  rendre  ra^ 
tionnelles  les  quantités  de  la  forme 

A  &  ^  étant  des  nombres  entiers  donnés  ; 
&  pour  trouver  aujji  toutes  les  folutions 
pojjibles  en  nombres  entiers  des  Equations 
indéterminées  du  fécond  degré  à  deux  in" 
connues» 

Addition  pour  U  Chapitre.  VI, 

64.  V^  U  o  I Q  U  E  par  la  méthode  du  §.  V 
on  puilTe  trouver  des  formules  générales 
qui  renferment  toutes  les  valeurs  ration- 
nelles dej^  propres  à  rendre  j4y--\-B  égal 
à  un  carré  ,  cependant  ces  formules  ne  font 
Tome  II,  N  n 
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d'aucun  ufage ,  lorfqu'on  demande  pour  y 
des  valeurs  exnrimées  en  nombres  entiers: 
c'eft  pourquoi  nous  fommes  obligés  de 
donner  ici  une  méthode  particulière  pour 
réfoudre  la  quedion  dans  le  cas  des  nom- 
bres entiers. 

Soit  donc  Ay^-^B=:zzx-  i  &  comme  A 
&  B  font  fuppofés  des  nombres  entiers ,  & 
que  j  doit  être  auffi  un  nombre  entier ,  il  eft 
clair  que  x  devra  être  pareillement  entier; 
de  forte  qu'on  aura  à  réfoudre  en  entiers 
l'équation  -  ^ 

X' Ay'^'  .3ZI:  B. 

Je  commence  par  remarquer  ici  que  fi  B 
n'efi  divifible  par  aucun  nom.bre  carré ,  il 
faudra  néceflairement  que  y  foit  premier 
2i  B  i  car  fiippofons  ,  s'il  eft  pofTible  ,  que 
y  ^  B  aient  une  commune  mefure  «,  en 

I 

forte  que  j^=::ûtj/,  &  B=::.^B'  ^  donc  on 

I 

aura  x^=:zAoi-y-=^oiB' ,  d'où  il  s'enfuit 
qu'il  faudra  que  x-  foit  divifible  par  *y  & 
com.me  et  n'ell  ni  carré  ni  divifible  par  aucun 
carré,  (^hyp,)^  à  caufe  que  *  eft  faéleur 
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iàe  B ,  il  faudra  que  .rfoit  divifible  par«iy 

I  I  I 

failant  donc  x=^a.x ^  on  aura  a.''x^-zzz:cr^y^ 

I 

^ctB' ,  ou  bien  en  divifant  par  «,  c^x^ 
I 

=  Ä/^j/^-|-^';  d'où  l'on  voit  que  B'  de- 
vroit  encore  être  divifible  par  ««,  ce  qui  eft 
contre  l'hypothefe. 

Ce  n'eft  donc  que  lorfque  B  contient  des 
fa6ieurs  carrés  que  j/  peut  avoir  une  com- 
mune mefure  avec  B  ;  &  il  efl:  facile  de 
voir  par  la  démonftration  précédente  que 
cette  commune  mefure  àe  y  ^  de  B  ne 
peut  être  que  la  racine  d'un  des  fafteurs 
carrés  de  ^ ,  &  que  le  nombre  x  devra 
avoir  la  même  commune  mefure  ;  en  forte 
que  toute  l'équation  fera  divifible  par  le 
carré  de  ce  commun divifeur  àex ,  y  &[.B, 

De-là  je  conclus,  1°.  que  fi  B  n'eft  di- 
vifible par  aucun  carré  ,  y  &c  B  feront 
premiers  entr'eux. 

2^,  Que  fi  B  efi:  divifible  par  un  feul 
carré  «%  y  pourra  être  premier  à  ^  ou  di- 
vifible par  ci ,  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  fau- 
dra examiner  féparément  ;  dans  le  premier 

Nn  ij 
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cas  on  réfoudra  l'équation  x^ — Ay^^zB  ^ 
en  fuppofant y  &  B  premiers  entr'eux  j  dans 
le  fécond  on  aura  à  rélbudre  Téquation 

x^ — Ay^-:=^B' ,  B'  étant  ::^  -  ,   en   fup- 

pofant  aufTijy  &  B'  premiers  entr'eux;  mais 
il  faudra  enfuite  multiplier  par  a  les  valeurs 
qu'on  aura  trouvées  pour  y  ^  x  ^  pour 
avoir  les  valeurs  convenables  à  l'équation 
propofée. 

3°.  Que  fi  ^  eft  divifible  par  deux  dif- 
férens  carrés ,  ût^  &  /S^  _,  on  aura  trois  cas 
à  confidérer  ;  dans  le  premier  on  réfoudra 
l'équation  x''  —  Ay-=::^B  ^  en  regardant  jy 
ôr  B  comme  premiers  entr'eux  j  dans  le 
fécond  on  réfoudra  de  même  l'équation 

x'  —  Ay^=zB\  B'  étant  =  ~ ,  dans  riiy- 

pothefe  de  j  &  B\  premiers  entr'eux ,  & 
on  multipliera  enfuite  les  valeurs  àQ  x  d>Ly 
par  «;  dans  le  troideme  on  réfoudra  l'équa- 
tion A:^—^y= -5"  ,  B''  étant  =-,  dans 

l'hypothefe  dey  &  ^"  premiers  entr'eux, 
&  on  multipliera  enfuite  les  valeurs  de  x 
&:  de  j  par  ß. 
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4^.  &c.  Ainfi  on  aura  autant  adéquations 
différentes  à  réfoudre,  qu'il  y  aura  de  dif- 
férens  divifeurs  carrés  de  B  ;  mais  ces 
équations  feront  toutes  de  la  même  forme 
x^  —  Ay^zzizB ,  ^  y  fera  auffi  toujours 
premier  à  B, 

65.  Confidérons  donc  en  général  l'équa- 
tion AT^ — Ay-=:B  ^  oh.  y  eft  premier  kB  ; 
&  comme  a:  &j)^  doivent  être  des  nombres 
entiers,  il  faudra  que  x^ — Ay^  foit  divi- 
fible  par  B. 

On  fera  donc,  fuivant  la  méthode  du 
§.  IV,  art.  48  ,  x^=ny — B^y  &  l'on  aura 
l'équation 

par  laquelle  on  voit  que  le  terme  (/z* — A)y'' 
doit  être  divifible  par  B ,  puifque  tous  les 
autres  le  font  d'eux-mêmes  ;  donc ,  comme 
y  eft  premier  à  B ,  {hyp.)  ,  il  faudra  que 
Tî" — A  foit  divifibîe  par  B^  de  forte  qu'en 

faifant  — ^ — =  C ,  oij  aura ,  après  avoir 

divifé  par  B , 

Nn  iij 
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or  cette  équation  efl:  plus  (impie  que  la  pro- 
pofée ,  en  ce  que  le  fécond  membre  eft 
égal  à  l'unité. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n  qui 
peuvent  rendre  tf  —  A  divifible  par  B  ; 
pour  cela  il  fufîira ,  (art.  47),  d'effayer 
ppur  n  tous  les  nombres  entiers  polîtifs  ou 
négatifs  non  >  -  j  &  fi  parmi  ceux-ci  on 
n'en  trouve  aucun  qui  fatisfafle,  on  en 
conclura  d'abord  qu'il  eft  impofTible  que 
72' — A  puifTe  être  divifible  par  ^,  &  qu'ain(i 
l'équation  propofée  n'eft  pas  réfoluble  en 
yiombres  entiers. 

Mais  {î  on  trouve  de  cette  manière  un 
ou  plulieurs  nombres  fatisfaifans  ,  on  les 
prendra  l'un  après  l'autre  pour  n,  ce  qui 
donnera  autant  de  différentes  équations  qu'il 
faudra  traiter  féparément,  &  dont  chacune 
pourra  fournir  une  ou  plufieurs  folutions  de 
Ja  queftion  propofée. 

Quant  aux  valeurs  de  n  qui  furpafTeroient 
celle  de  ^,  on  en  pourra  faire  abftraftion , 
parce'qu'elles  ne  donneroient  point  d'équa- 
tions différentes  de  celles  qui  réfulteront 
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des  valeurs  de  îi  qui  ne  font  pas  >  - ,  com- 
me nous  l'avons  déjà  montré  dans  l'art.  5  2. 

Au  refle ,  comme  la  condition  par  la- 
quelle on  doit  déterminer  n  eil  que  rv — A 
foit  divifibie  par  ^  ,  il  eft  clair  que  chaque 
valeur  de  n  pourra  être  également  pofitive 
ou  négative  \  de  forte  qu'il  fuffira  d'eflayer 
fuccefîivement  pour  n  tous  les  nombres 
naturels  qui  ne  font  pas  plus  grands  que  -  , 
&  de  prendre  enfuite  les  valeurs  fatisfai- 
fantes  de  n  tant  en  plus  qu'en  moins. 

Nous  avons  donné  ailleurs  des  règles 
pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  n 
qui  peuvent  avoir  la  propriété  requife  ,  & 
même  pour  trouver  ces  valeurs  à  priori 
dans  un  grand  nombre  de  cas.  Voye^  les 
Mémoires  de  Berlin  pour  l* année  lyGy  ^ 
pages  1^4  &  ZJ4, 


Nn  iv 
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Réfolunon  de  l*  équation  Cy''— 2nyzH-Bz'=i 


en  nomorcs  entiers. 


On  peut  réfoudre  cette  équation  par 
deux  méthodes  différentes  que  nous  allons 
expliquer. 

Premiere  Méthode. 
66.  Comme  les  quantités  C  ^  n  ^  B  font 
fuppofées  des  nombres  entiers ,  de  même 
que  les  indéterminées  j^  &  { ,  il  eft  vifible 
que  la  quantité  Cy'^ — ^ny:^-\-B:('  fera  tou- 
jours nécejTairement  égale  à  des  nombres 
entiers ,  par  conféquent  l'unité  fera  la  plus 
petite  valeur  qu'elle  puifTe  recevoir ,  à 
moins  qu'elle  ne  puifTe  devenir  nulle ,  ce 
qui  ne  peut  arriver  que  lorfque  cette  quan- 
tité peut  fe  décompofer  en  deux  fafteurs 
rationnels  ;  comme  ce  cas  n'a  aucune  dif- 
ficulté ,  nous  en  ferons  d'abord  abftraélion , 
&  la  queflion  fe  réduira  à  trouver  les  va- 
leurs de  y  &  { ,  qui  rendront  la  quantité 
dont  il  s'agit  la  plus  petite  qu'il  ell:  pofTible  ; 
{\  le  minimum  ell  égal  à  l'unité ,  on  aura 
la  réfolution  de  l'équation  propofée ,  fmon 
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on  fera  afTuré  qu'elle  n'admet  aucune  fo- 
lution  en  nombres  entiers.  Ainfî  le  problème 
préfent  rentre  dans  le  problème  ïll  du  §.  II , 
&  eft  fufceptible  d'une  folution  femblable. 
Or  comme  l'on  a  ici  (i/z)'" — \BC:=^jifA  y 
(art.  65),  il  faudra  diflinguer  deux  cas, 
fuivant  que  A  fera  pofitif  ou  négatif. 

Premier  Cas  lorsque  Vi  — BC=:A  <^0. 

67.  Suivant  la  méthode  de  l'art.  32  il 
faudra  réduire  en  fraélion  continue  la  frac- 
tion^, prife  pofitivement  ;  c'ell:  ce  qu'on 
exécutera  par  la  regle  de  l'art.  4  ;  enfuite 
on  formera  par  les  formules  de  l'art,  i  o  la 
férié  des  fraftions  convergentes  vers  | ,  & 
il  n'y  aura  plus  qu'à  elTayer  fucceiîivement 
les  numérateurs  de  ces  fraftions  pour  le 
nombrey ,  &  les  dénominateurs  correfpon- 
dans  pour  le  nombre  :[  y  fi  la  propofée  efl 
réfoluble  en  nombres  entiers  ,  on  trouvera 
de  cette  manière  les  valeurs  fatisfaifantes 
dey  &  :^y  &  réciproquement  on  fera  afluré 
que  la  propofée  n'admet  aucune  folution  en 
nombres  entiers,  fî  parmi  les  nombres  qu'on 
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aura  efTayés  il  ne  s'en  trouve  point  de  fa- 

tisfaifans. 

Second  Cas  lorfque  rv  —  BCrrzA>0. 

68.  On  fera  ufage  ici  de  la  méthode  de 
l'art.  33  &  fuiv.  ainfî ,  à  caufe  de  E:=2^Ay 
on  confidérera  d'abord  la  quantité,  (arti- 
cle 39), 


n+v'A 
~~C~  ^ 


dans  laquelle  il  faudra  déterminer  les  (îgnes 
tant  de  la  valeur  de  n ,  que  nous  avons  vu 
pouvoir  être  également  pofitive  &  néga- 
tive ,  que  de  y^A ,  en  forte  qu'elle  devienne 
pofitive  j  enfuite  on  fera  le  calcul  fuivant  : 

Q.=^p»+e.  p.=%^,^.  <^:^^ 

II 
f  n 

&c.   &c.   &c. 

&  on  continuera  feulement  ces  fériés  jufqu'à 
ce  que  deux  termes  correfpondans  de  la 
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première  &  de  la  féconde  Térie  reparoifTent 
enfemble  ;  alors ,  fi  parmi  les  termes  de  la 
féconde  férié  P'*^  /^',  P"  (^c.  il  s'en  trouve 
un  égal  à  l'unité  pofitive ,  ce  terme  donnera 
une  folution  de  l'équation  propofée  ,  8:  les 
valeurs  de  jy  &  {  feront  les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  /?°,  p\  ^",  &c. 
&  q"  ^  q\  ^",  calculées  par  les  formules  de 
l'art.  25  ;  fînon  on  en  conclura  fur  le  champ 
que  la  propofée  n'efl  pas  réfoluble  en  nom- 
bres entiers.  (  Voye:^  l'exemple  de  l'an,  40.) 

Troißeme  Cas  lorfque  A  =  à  un  carré. 

69.  Dans  ce  cas  le  nombre  \/A  deviendra 
rationnel ,  &  la  quantité  Cy- — iny:^-\-B^'^ 
pourra  fe  décompofer  en  deux  faveurs  ra- 
tionnels. En  effet  cette  quantité  n'eil  autre 

chofe  que  celle  -  ci ,  ^^ — ^ ^- ^  , 

laquelle,  en  fuppofant  A=a- ^  peut  fe 
mettre  fous  cette  forme, 

{Cy±{n-\-a):^){Cy±{n  —  a)^) 

c 

Or  comme  n" — a-=AC=(n+a){n — a)  , 
il  faudra  que  le  produit  de  n-\-a  par  n—a 
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foit  diviflble  par  C ,  &  par  conféquent  que 
l'un  de  ces  deux  nombres  n-^-a  Se  n  —  a 
foit  diviflble  par  un  des  faveurs  de  C,  & 
l'autre  par  le  fafteur  réciproque  ;  fuppofons 
donc  C=.bc  &  que  n-\-a^:^fl ,  &  n — ciz=zgc  , 
f&c  b  étant  des  nombres  entiers ,  &  la  quan- 
tité précédente  deviendra  le  produit  de  ces 
deux  faveurs  linéaires ,  cyi/{  ^  ^J'^Sl  » 
donc  ,  puifque  ces  deux  faéleurs  font  égaux 
à  des  nombres  entiers ,  il  efl:  clair  que  leur 
produit  ne  fauroit  être  =:i  ,  comme  l'équa- 
tion propofée  le  demande ,  à  moins  que 
chacun  d'eux  ne  foit  en  particulier  =:z+i  ^ 
on  fera  donc  cy+f^=+i  &  ^JK+^{^=+i, 
&  on  déterminera  par  -  là  les  nombres  y 
Se  ^;  fi  ces  nombres  fe  trouvent  entiers , 
on  aura  la  folution  de  l'équation  propofée  , 
fînon  elle  fera  infoluble  au  moins  en  nom- 
bres entiers. 

Seconde    Méthode. 

70.  Qu'on  pratique  fur  la  formule  Cy* 
—  inj^-\-B:i'  des  transformations  fembla- 
bles  à  celles  dont  nous  avons  fait  ufage  plus 
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haut,  (art.  54),  &  je  dis  qu'on  pourra 
toujours  parvenir  à  une  transformée ,  telle 
crue 

les  nombres  L ,  M ,  N  étant  des  nombres 
entiers  dépendans  des  nombres  donnés  C, 
B ,  /z,  en  forte  que  l'on  ait  M^ — LN=^re 
—  CBz=z:A^  &  que  de  plus  iMnefoitpas 
plus  grand  ,  (abftraftion  faite  des  fignes)  , 
que  le  nombre  L ,  ni  que  le  nombre  N y 
les  nombres  I  &  •>?  feront  aufîi  des  nom- 
bres entiers  ,  mais  dépendans  des  nombres 
indéterminés  y  &  {. 

En  effet  foit ,  par  exemple  ^  C  moindre 
que  B ,  &  qu'on  mette  la  formule  dont  il 
s'agit  fous  cette  forme 

B^f^znyf-^Bf, 
I 
en  faifant  C=.B'  &  \^=y  i  fi  2/2  n'efl  pas 

plus  grand  que  B'  ^  il  eft  clair  que  cette 
formule  aura  déjà  d'elle-même  les  condi- 
tions requifes  5  mais  fi  2  ;z  eil  plus  grand 
que  B' ^  alors  on  fuppofera  j)/r:=:/72y'-j-y"^ 
&  fubilituant  on  aura  la  transformée 
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où       n'z:z:zn — mB'  y  , 

B''==zmrB'  —  imn-\-B=z^^  ~      . 

Or  comme  le  nombre  m  eft  indéterminé , 
on  pourra ,  en  le  fuppofant  entier ,  le  pren- 
dre tel  que  le  nombre  n  —  mB'  ne  foit  pas 
plus  grand  que^^';  alors  iri'  ne  furpaf- 
fera  pas  B\  Ainfi,  fi  in'  ne  furpafle  pas 
non  plus  B'\  la  transformée  précédente 
fera  déjà  dans  le  cas  qu'on  a  en  vue  ;  mais 
il  2/z'  eft  plus  grand  que  B'\  on  continuera 

alors  à  fuppofer  jy'  =  my"-]-y"' ,  ce  qui 
donnera  la  nouvelle  transformée 

où        ;2"  =  -f  ;z'  — ;;2'^"-, 

I  I     1  72^ A 

B'''=zTTûB''  —  imn-\-B'^=:^—j. . 

On  déterminera  le  nombre  entier  m' , 

en  forte  que  /z' — m' B''  ne  foit  pas  plus 

B- 
grand  que  — ,  moyennant  quoi  2/2"  ne 

furpafîera  pas  ^"5  de  forte  que  l'on  aura 


Additions,         575 

la  transformée  cherchée  ,  fi  i/z"  ne  ibrpaffe 
pas  non  plus  ^"' ,  mais  (î  2«"  furpafle  ^"', 
on  fuppofera  de  nouveau  jy":^:;;7z"j/"'+j^" 

Or  il  eft  vifible  que  ces  opérations  ne   , 
peuvent  pas  aller  à  l'infim  ;  car  puifque  2/z 
eft  plus  grand  que  B'  &  que  2/2'  ne  l'eft 
pas  i  il  eft  clair  que  n"  fera  moindre  que  n  ; 
de  même  ^rC  eft  plus  grand  que  -5" ,  & 
2/i"  ne  l'eft  pas  j  donc  /z"  fera  moindre  que 
72' ,  &  ainfî  de  fuite  ;  de  forte  que  les  nom- 
bres « ,  «' ,  /2"  &c.  formeront  une  fuite  dé- 
croifîante  de  nombres  entiers  ,  laquelle  ne 
pourra  par  conféquent  pas  aller  à  l'infini. 
On  parviendra  donc  nécefiairement  à  une 
formule  où  le  coefficient  du  terme  moyen 
ne  fera  pas  plus  grand  que  ceux  des  deux 
termes  extrêmes  ,  &  qui  aura  d'ailleurs  les 
autres  propriétés  que  nous  avons  énoncées 
ci-defius  \  ce  qui  eft  évident  par  la  nature 
même  des  transformations  pratiquées. 

Pour  faciliter  la  transformation  de  la  for- 
mule 


k 
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en  celle-  ci, 

je  défigne  par  D  le  plus  grand  des  deux 
coefîiciens  extrêmes  C  d^  B  ^  ^  par  Z^' 
l'autre  coefficient;  &,  vice  versag  je  dé- 
fîgne  par  e  la  variable  dont  le  carré  fe  trou- 
vera multiplié  par  D'  &  par  ô'  l'autre  va- 
riable ;  en  forte  que  la  formule  propofée 
prenne  cette  forme 

ZP-e^-— 2;:'ôa'-f-Z)ô^-, 
où  D'  foit  moindre  que  D  ;  enfuite  je  n'au- 
rai qu'à  faire  le  calcul  fuivant  : 

I 

]  I 
ï  "^  jê 

III 

&c,  &c.  &c. 

où  il  faut  bien  remarquer  que  le  (îgne  = , 
qui  eft  mis  après  les  lettres  m ,  m\  m''  &c, 
n'indique  pas  une  égalité  parfaite",  mais  feu- 
lement une  égalité  auffi  approchée  qu'il  efl 

poffibie  ^ 
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poffible ,  en  tant  qu'on  n'entend  par  m , 
m\  m''  &c.  que  des  nombres  entiers.  Je 
n'ai  employé  ce  figne  ^=  que  faute  d'un 
autre  (îgne  convenable. 

Ces  opérations  doivent  être  continuées 
jufqu'à  ce  que  dans  la  férié  n  ^  n\  72"  &c» 
on  trouve  un  terme  comme  71^  ,  qui ,  (  abf- 
tra6Hon  faite  du  figne)  ,  ne  furpaffe  pas  la 
moitié  du  terme  correfpondant  D^  de  la 
férié  D,  D'\  Z?'"  6'c.  non  plus  que  la 
moitié  du  terme  fuivant  D^^^.  Alors  on 
pourra  faire  D^^=.L,  nf=^N,  Df-^'  =  M^ 
&  6P  — ^P,  b^^'  —  ^,  OU  bien  Bfz=zM,  Z)'-^^ 
=zzL  èc  hl-:=^l ,  [i-^^:=^-^.  Nous  fuppoferons 
toujours  dans  la  Hiite  qu'on  ait  pris  pour  M 
le  plus  petit  des  deux  nombres  D^  ^  D^^'^. 

71.  L'équation  Cy^  —  iny:^-^.D^'=^i 
fera  donc  réduite  à  celle-ci, 

oîi  N^-~-LM=:A  ,  &  où  lA^n'ell  ni  >Z 
ni  >iVf,  (abll:ra6lion  faite  des  fignes  )• 
Or ,  M  étant  le  plus  petit  des  deux  coeffi- 
ciens  LSc  M ,  qu'on  multiplie  toute  Téqua- 
tion  par  ce  coefficient  M,  &  faifant  • 
Tome  IL  O  o 
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t.  — M^' — iVI, 
il  efl  clair  qu'elle  fe  changera  en  celle-ci, 

dans  laquelle  il  faudra  maintenant  diftin- 

guer  les  deux  cas  de  A  pofitif  &  de  -^ 

négatif. 
tj 

Soit  1°.  A  négatif  &  r=  —  a,  a  étant 
\xn  nombre  pofitif,  l'équation  fera  donc 
u^  +  ß|^z=M.  Or,  comme  N^-—LM:=z:A^ 
on  aura  az=:LM — N^ -,  d'où  l'on  voit 
d'abord  que  les  nombres  L  ßi  M  doivent 
être  de  mêmes  fignes  ;  d'ailleurs  liV  ne 
doit  être  ni  >  Z  ni  >  M  ;  donc  JV^  ne 
fera  pas  >  -^  ;  donc  a-s=z  eu  >  ^ZMy  & 
puifque  Al  €i\  fuppofé  moindre  que  Z  ^  ou 
au  moii«  pas  plus  grand  que  Z,  on  aura 
à  plus  forte  raifon  a:=  ou  >|A^%-  donc 
M=z  ou  <\/^;  donc  M<^  v^rz. 

On  voit  par- là  que  l'équation  y^-[-a|' 
r=M  ne  fauroit  fubfifler  dans  l'hypothefe 
que  y  &  f  foient  des  nombres  entiers ,  à 
moins  que  l'on  ne  fafTe  ^=0  &  v'^=^M , 
ce  qui  demande  que  M  foit  un  nombre 
carré. 
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Suppofons  donc  Af=/-'%  &:  l'on  aura 
f  i=:=:o,  «''=+/^y  donc  par  l'équation  f=:M*" 
—  A^l,  on  aura /^^^'=+A'-',  &  par  confé- 
quent  ^z=2-f-;  de  forte  que  "^  ne  fauroit 
être  un  nombre  entier ,  comme  il  le  doit^ 
(  hyp.  )  à  moins  que  a«-  ne  foit  égal  à  l'unité  , 
foit  =+i  ,  &  par  conféquent  M=^i. 

De -là  je  tire  donc  cette  conféquence  ^ 
que  l'équation  propofée  ne  fauroit  être  ré- 
foluble  en  nombres  entiers ,  à  moins  que 
M  ne  fe  trouve  égal  à  l'unité  pofitive.  ^ï 
cette  condition  a  lieu,  alors  on  fera  l=::o, 
'^:3=-i-i  ,  &  on  remontera  de  ces  valeurs  à 
celles  de  y  ^  ;[. 

Cette  méthode  revient  pour  le  fond  au 
même  que  celle  de  l'art.  67 ,  mais  elle  a 
fur  celle-là  l'avantage  de  n'exiger  aucun 
tâtonnement. 

2°.  Soit  maintenant  A  un  nombre  po- 
fitif,  on  aura  A=zzN^  —  LM  ;  or  comme 
N^  ne  peut  pas  être  plus  grand  que— ^,  il 
eft  clair  que  l'équation  ne  pourra  fubuiler, 
à  moins  que  — ZM  ne  foit  un  nombre  po- 
fitif,  c'eft-à-dire  que  L  ßz  M  ne  foient  de 

O  o  ij 
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fîgnes  difFérens.  Ainfi  A  fera  néceflairement 
< — ZM,  ou  tout  au  plus  ==^ — ZM,  fi 
N^::^0'^  de  forte  qu'on  aura  — LM=:  ou 
<CA ,  &  par  conféquent  M^=:  ou  <^A ^ 

ou  71^=:=  ou   <  \/y^. 

Le  cas  de  M=\/A  ne  peut  avoir  lieu 
que  lorfque  A  eft  un  carré  ;  par  conféquent 
ce  cas  eft  très-facile  à  réfoudre  par  la  mé- 
thode donnée  plus  haut,  (art.  69). 

Relie  donc  le  cas  où  A  n'eft  pas  carré  , 
&  dans  lequel  on  aura  néceffairement  M 
<  y  A  y  (abftrafticn  faite  du  figne  de  M)  5 
alors  l'équation  £>^- — A^-zz^M  fera  dans  le 
cas  du  théorème  de  l'art.  38  ,  &  fe  réfoudra 
par  conféquent  par  la  méthode  que  nous 
y  avons  indiquée. 

Ainfi  il  n'y  aura  qu'à  faire  le  calcul  fui- 
vant , 
Q=  =0,  P°  =1,  ^     <\/A 

q:  =;.,         p-  =:è-^,/^'  <~%T^^ 

é'f,  (S'c,  6*^;. 
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qu'on  continuera  jufqu'à  ce  que  deux  ter- 
mes correfpondans  de  la  première  6c  de 
la  féconde  férié  reparoiiTent  enfemble  ,  ou 
bien  jufqu'à  ce  que  dans  la  férié  P',  P'\ 
P'"  ùc,  il  fe  trouve  un  terme  égal  à  l'unité 
pofitive,  c'eft-à-dire  r=P%-  car  alors  tous 
les  termes  fuivans  reviendront  dans  le  même 
ordre  dans  chacune  des  trois  fériés,  (ar- 
ticle 37).  Si  dans  la  férié  P',  P",  iP'"  ùc, 
il  fe  trouve  un  terme  égal  à  M,  on  aura 
la  réfolution  de  l'équation  propoiée  j  car  il 
n'y  aura  qu'à  prendre  pour  «^  &  I  les  termes 
correfpondans  des  fériés /?' ,  /?",  /?"'6'c.  ^', 
^",  ^"'  6'c.  calculées  d'après  les  formules 
de  l'art.  25  ;  &  même  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  valeurs  fatisfaifantes  de  t^  & 
I,  en  continuant  à  l'infini  les  mêmes  fériés. 

Or  dès  qu'on  connoîtra  deux  valeurs  de 
Ü&I,  on  aura,  par  l'équation  ^^zzz.M'^ 
—  //I ,  celle  de  "^ ,  laquelle  fera  auîli  tou- 
jours égale  à  un  nombre  entier  ;  enfuite  on 
pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  I  &  •î', 
c'efl-à-dire  de  6^+*  &  6^ ,  à  celles  de  0  &  â' , 
ou  bien  de  jy^  &  {,  (art,  70). 

O  o  iij 
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Mais  fi  dans  la  férié  P\  P",  P'"  &c, 
il  n'y  a  aucun  terme  qui  foit  :=::M,  on  en 
conclura  hardiment  que  l'équation  propo- 
fée  n'admet  aucune  folution  en  nombres 
entiers. 

II  eft  bon  de  remarquer  que  comme  la 
férié  /*",  P\  P"  é'c.  ainfi  que  les  deux 
autres,  Q",  Ç' ?  Ç"  '^'c.  &  y^.  y\  /^",  (&<:. 
ne  dépendent  que  du  nombre  A  ;  le  calcul 
une  fois  fait  pour  une  valeur  donnée  de  A 
fervira  pour  toutes  les  équations  oh.  A  ^ 
e'efl-  à-dire  nir —  CB ,  aura  la  même  valeur  j 
&  c'eft  en  quoi  la  méthode  précédente  eft 
préférable  à  celle  de  l'art.  6%  ,  qui  exige 
un  nouveau  calcul  pour  chaque  équation. 

Au  refle  tant  que  A  ne  pafTera  pas  100, 
on  pourra  faire  ufage  de  la  table  que  nous 
avons  donnée  à  l'art.  41  ,  laquelle  contient 
pour  chaque  radical  \  A  ,  les  valeurs  des 
termes  des  deux  fériés  /*%  — /"' ,  P'\ 
, —  P'"  &c.  &  /^,  F-',  A*".  m"'6'c.  continues, 
jufqu'à  ce  que  l'un  des  termes  P' ,  P"  ,  P" 
&c.  devienne  :=  i  ,  après  quoi  tous  les 
tftnies  fuivans  de  Tune  Se  de  l'autre  férié 
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reviennent  dans  le  même  ordre.  De  forte 
qu'on  pourra  juger  fur  le  champ ,  par  le 
moyen  de  cette  table  ,  de  la  réiblubilité  de 
l'équation  V" — ^|^:=Af. 

De  la  manière  de  trouver  toutes  les  folutions 
poßibles  de  l  Equation 

Cy^  — 2nyz  +  Bz^;=:i, 
lorfquon  ri  en  confiait  qu'une  feule, 

72.  Quoique  par  les  méthodes  que  nous 
venons  de  donner  on  puifle  trouver  i^jc- 
ceflivement  toutes  les  folutions  de  cette 
équation,  lorfqu'elle  eft  réfoluble  en  nom- 
bres entiers ,  cependant  on  peut  parvenir  à 
cet  objet  d'une  manière  encore  plus  fimple 
que  voici: 

Qu'on  nomme  /?  &  ^  les  valeurs  trou- 
vées de  j  &  ;^ ,  en  forte  que  l'on  ait 

Cp- — inpq-^Bq-=z^i  , 
&  qu'on  prenne  deux  autres  nombres  en- 
tiers r  8^  f,  tels  que  pf — qr=:i  ,  (ce  qui 
eft  toujours  poflible ,  à  caufe  que  p  81  q 
font  néceffairement  premiers  entr'eux  ) , 
qu'on  fuppofe  enfuite 

O  o  iv 
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t^  u  étant  deux  nouvelles  indéterminées  j 
flibrtituant  ces  expreflions  dans  l'équation 

&  faifant  pour  abréger 

P  :zzi  Cp'  —  znpcj  -[- Bq^  , 
(l^Cpr-^n{pfJ^qr)  +  Bqf, 
R—Cr^—znrf-\^Bj\ 
on  aura  cette  transformée , 

Or  on  a  ,  (  hyp.)  ^  Pz=ii  •  de  plus  fi  on 
nomme  p  &:  «■  deux  valeurs  de  r  ßc  f  qui 
fatiiFaiTent  à  l'équation  pf — ^r=i  ,  on 
aura  en  général,  (art,  42), 
r  —  p-\'mp,J—<r-^mq, 
m  étant  un  nombre  quelconque  entier  ;  donc 
mettant  ces  valeurs  dans  l'expreflion  de  Ç, 
elle  deviendra 

Q=:Cpp n(pcr'{-qp)-\-Bq<r'\-mP; 

de   forte   que   comme  P=i  ,  on  pourra 
rendre  Q^^^O;,  en  prenant 

m  =  — -  Cpp -j- n (per-}- q?)  —  Bqa-. 
Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 
de  Q^ — PR  fe  réduit,  (après  les  fubilitu- 
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tions  &  les  récluélions) ,  à  celle- ci  :,  (^n—CB) 
(^pf — qr)'  i  de  forte  que  comme  pf — qr 
=:i,  on  aura  Q;  —  PR  —  nr  —  CB  —  A; 
donc  faifant  P=i  &  Ç:=o,  il  viendra 
—  R=^A ,  fa  voir  R=:  —  A  j  ainfi  l'équa- 
tion transformée  ci-deffus  fe  changera  en 
celle-ci,  t^- — Au^=:^i',  or  comme  jy,  ;j' , 
p  y  q ,  /-  &  /font  par  l'hypothefe  des  nom- 
bres entiers ,  il  eft  facile  de  voir  que  r  &  ^ 
feront  aufîi  des  nombres  entiers  ;  car ,  en 
tirant  leurs  valeurs  des  équations  y=pt-^ru 

c'eft-à-dire,  à  caufe  de  pf- — qr=.i^  ^^^^fy 
^rj\u—pi  —  qy. 

Il  n'y  aura  donc  qu'à  réfoudre  en  nom- 
bres entiers  l'équation 

r — Au^=^\  , 
6r  chaque  valeur  de  r  &  de  «  donnera  de 
nouvelles  valeurs  de  j/  &  {. 

En  eßet ,  fubftituant  dans  les  valeurs  gé- 
nérales de  /■  &  /  la  valeur  du  nombre  m 
trouvée  ci-deffus,  on  aura 
r=^p(î  —  Cp-)—BpqT^np(pcr^qp)^ 

f^Ki  —  Bq')--Cpqp  +  nq(pTJi^qf>)y 
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ou  bien,  à  caufe  de  Cp" — inp(j-\-Bf=zi  ^ 

Jz={Cp--nq){pT^q^):^Cp  —  nq. 

Donc  mertant  ces  valeurs  de  r  &/dans 
les  expreflions  ci-deflus  de  j/  &:  {  ,  on  aura 
en  général 

y—pt—{Bq—npy  , 
l—qt-^-iCp—nqyt, 

73.  Tout  fe  réduit  donc  à  réfoudre  l'équa- 
tion r Âu^z^zi. 

Or,  i^.  ß  ^  efl  un  nombre  négatif,  il 
eft  vifible  que  cette  équation  ne  fauroit 
fubiifler  en  nombres  entiers  ,  qu'en  faifant 
uz=^o  &  t=i  ,  ce  qui  donneroit  y^=^p  & 
:^=:q.  D'où  l'on  peut  conclure  que  dans 
le  cas  où  A  eu.  un  nombre  poiitif ,  l'équation 
propofée  ,  Cy- — i7iy:^-^B7^'':=:i  ,  ne  peut 
jamais  admettre  qu'une  feule  folution  en 
nombres  entiers. 

Il  en  feroit  de  même  ,  fî  A  étoit  un  nom- 
bre poiitif  carré;  car  faifant  A^za"  ^  on 
auroit  (t-[-au){t — izz^)=:i;  donc /+a«=i:+i> 
&  / — au^izz+i  ;  donc  iau=o;  donc  z^=o, 
&  par  conféquent  r=  +  (. 
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i*'.  Mais  fi  ^  eft  un  nombre  pofitif  non- 
carré  ,  alors  l'équation  t" — Au^=i  eft  tou- 
jours fufceptible  d'une  infinité  de  folutions 
en  nombres  entiers,  (art.  37),  qu'on  peut 
trouver  toutes  par  les  formules  données 
ci-delTus,  (art.  71  ,  n^.  2)  -,  mais  il  fuffira 
de  trouver  les  plus  petites  valeurs  de  r  &  ;/ , 
&  pour  cela  ,  dès  que  l'on  fera  parvenu , 
dans  la  férié  P' ,  P"  ,  Z'"'  &c.  k  un  terme 
égal  à  l'unité  ,  il  n'y  aura  qu'à  calculer  par 
les  formules  de  l'art.  25  les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  /?' ,  p"  ,  /?'"  &c. 
&  f,  ^" ,  f"  &c.  ce  feront  les  valeurs 
cherchées  àe  t  8z  u.  D'où  l'on  voit  que 
le  même  calcul  qu'on  aura  fait  pour  la  ré- 
folution  de  l'équation  i^^ — At'=M,  fervira 
aufli  pour  celle  de  l'équation  r — Au-=^i, 

Au  refle ,  tant  que  A  ne  pafle  pas  1 00 , 
on  a  les  plus  petites  valeurs  àe  t  ^  u  toutes 
calculées  dans  la  table  qui  eft  à  la  fin  du 
chap.  VIÏ  du  traité  préc.  &  dans  laquelle 
les  nombres  a ,  m ,  n  font  les  mêmes  que 
ceux  que  nous  appelions  ici  ^  ,  t  èk  u, 

74;  Détlgnons  par  t' ^  iC  les  plus  petites 
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valeurs  ào^t  ^  u  dans  l'équation  f — Au-=zi  5 
&  de  même  que  ces  valeurs  peuvent  fervir 
à  trouver  de  nouvelles  valeurs  de  y  &  { 
dans  l'équation  Cy''  —  iyi-\-B:^  =  i  ,  de 
même  aufli  elles  pourront  fervir  à  trouver 
de  nouvelles  valeurs  de  /  &  i<  dans  l'équa- 
tion f — Aii'=^iy  qui  n'eft  qu'un  cas  par- 
ticulier de  celle-là.  Pour  cela  il  n'y  aura 
qu'à  fuppofer  C:=i  &  n=zo^  ce  qui  donne 
— B^^^A  ,  &  prendre  enfuite  r,  z/  à  la  place 
de  j/  ;,  :j' ,  &  z' ,  i^'  à  la  place  de/? ,  q,  Fai- 
fant  donc  ces  fubftitutions  dans  les  expref- 
fîons  générales  de  j'  &  {  de  l'art.  72,  & 
mettant  de  plus  T  y  /^  à  la  place  de  r^  u^ 
on  aura  en  général 

t=Tv^AVu' , 

&  pour  la  détermination  de  T  &  ^  l'équa- 
tion T- — AV-::=^\  ,  qui  eft  femblable  à  la 
propofée. 

Ainiî   on  pourra  fuppofer  T=:  /' ,  Se 
K=:^  «' ,  ce  qui  donnera 
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Nommant  donc  t'\  u''  les  fécondes  va- 
leurs de  r  &  r/ ,  on  aura 

I  I 

<II  ,2        I  // .,,2  ,.1I    «  «I    .,1 

/    =::i  -^ /iu   ,    w    m:  Zt  U  , 

Maintenant  il  eft  clair  qu'on  peut  prendre 
ces  nouvelles  valeurs  r"  ,  u''  à  la  place  des 
premières  /' ,  u'  ;  ainii  l'on  aura 

où  l'on  peut  fuppofer  de  nouveau  T^=^t' , 
V-=.u' ,  ce  qui  donnera 

Ainfi  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  /  &  w, 
lefquelles  feront 

/•"  ==/'/'■  -\-Au'u''z=:t'  (h  -^^Au')  , 

&  ainii  de  fuite, 

75.  La  méthode  précédente  ne  fait  trou- 
ver que  fucceffivement  les  valeurs  t"  ,  t'" 
&c.  u"  ,  «'"  &c.  voyons  maintenant  com- 
ment on  peut  généralifer  cette  recherche. 
On  a  d'abord 

d'où  je  tire  cette  combinaifon  , 
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donc  luppofant  2"=^'  &  V=^u\  on  aura 

Qu'on  mette  à  préfent  ces  valeurs  de  z" 
&  z/"  à  la  place  de  celles  de  t'  ^  u'  y  l'on 


aura 


t±u\/ A:={t' ±u'  \/ Ay  (J±V \/ A) , 

où  faifant  de  nouveau  T=t'  &  uzz^u\  & 
nommant  r'"  ,  w'"  les  valeurs  réfultantes  de 
t  ^  u  j'A  viendra 

On  trouvera  de  même 

&  ainfî  de  fuite. 

Donc ,  fî  pour  plus  de  (implicite  on  nom- 
me maintenant  T&  V  les  premières  &  plus 
petites  valeurs  de  / ,  u  ^  que  nous  avons 
nommées  ci-defTus  r' ,  u'  ^  on  aura  en  gé- 
néral 

t±u\/ A  =  {T±V y/ Ay  , 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier  po- 
fitif  j  d'où  l'on  tire  à  caufe  de  i'ambiguité 
des  fignes 
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__  (  T-\-V\/AY  —  {T—V^/Ay 

"—  ~^r2  • 

Quoique  ces  expreffions  paroifTent  fous 
une  forme  irrationnelle ,  cependant  il  eft 
aifé  de  voir  qu'elles  deviendront  ration- 
nelles, en  développant  les  puifTances  de 
T+Vy  A  ;  car  on  a,  comme  l'on  fait, 
(J±Vy/AY=^T'^±mT'--'V\/A 

2  1  2. 3 

AyJ  A-\-y  &c. 
Donc 

I     m{jn~\){m-i){m-^)  ^,  J'm-^  y  s,      K       ^  ^^ 

OÙ  l'on  pourra  prendre  pour  m  des  nom- 
bres quelconques  entiers  pofîtifs. 

Il  eft  clair  qu'en  faifant  fucceiîîvement 
m=^\  ^  2  ,  3  ,  4  ér.  on  aura  des  valeurs 
de  ^  &  z/ ,  qui  iront  en  augmentant. 

Or  je  vais  prouver  que  l'on  aura  dé  cette 
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manière  toutes  les  valeurs  pofîibles  de  r  &  «, 
pourvu  que  T  ^  V  tn  Ibient  les  plus  pe- 
tites. Pour  cela  il  fuffit  de  prouver  qu'entre 
les  valeurs  de  /  &  «  qui  répondent  à  un 
nombre  quelconque  m ,  &  celles  qui  ré- 
pondroient  au  nombre  fuivant  /;2-j-i  ,  il 
eft  impoßible  qu'il  fe  trouve  des  valeurs 
intermédiaires  qui  puiffent  fatisfaire  à  l'équa- 
tion f  —  Au'=^i. 

Prenons,  par  exemple,  les  valeurs  z'", 
z^"%  qui  réfultent  de  la  fuppofition  de  /?2^=3, 
&  les  valeurs  r'",  u'\  qui  réfultent  de  la 
fuppofition  772:=  4,  &  foient ,  s'il  ell  pof- 
fible ,  d'autres  valeurs  intermédiaires  6  &  y, 
qui  fatisfafîent  auffi  à  l'équation  r—Au-=i, 

'  III  III  IV  IV 

Puifque  l'on  a  t^ — Au^=:i,  r — Au-^zi 
&  ô^ — A^'zzszi^  on  aura  ^'—ez^A{o^-—u') 

IV  tv 

d^e — ^-z^AÇur  —  tj-),  d'où  l'on  voit  que 
fi  6  >  £"'  &  <  r ,  on  aura  aufii  y  >  u'''  & 
<  u'\  De  plus  on  aura  auffi  ces  autres  va- 
leurs de  t  &:  w,  favoir  t=zzh'''  —  A^u'^ ^ 
u^z-^u'" — ^t'\  qui  fatisferont  à  la  même 
équation  t^ — Au'z^i  •  car  en  les  y  fubfti- 

tuant , 
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tuant,  on  auroit  (ôr'^ — ^«w'")^— y^(yr'^ 

équation  identique ,  à  caufe  de  ô'- — A  y^=  i , 

ir  IV 

&  /* — Au^=:zi ,  (/lyp,).  Or  ces  deux  der- 
nières équations  donnent  ô — u  ^ A=z~~^ 

tant,  dans  TexprefTion  de  u=:6u''' — y/"', 
à  la  place  de  ô,  "/^  +  ôT^)  &  à  la  place 
de  r-,  ^■V^  +  .-v^^.v^^.  on  aura 


de  même,  fi  on  confidere  la  quantité  /"' 

tit 
«""  —  u"'£'^ ,  elle  pourra  aufli,  à  caufe  de  t^ 

iti 
i — Au^=:i  y  fe  mettre  fous  la  forme 


u' 


e''-\-u"'y^A       r-^u'-'x/A' 

Or  il  efl:  facile  de  voir  que  la  quantité 
précédente  doit  être  plus  petite  que  celle- 
ci  ,  à  caufe  de  9  >  r'"  &  «  >  w"'  ,•  donc  on 
aura  une  valeur  de  u^  qui  fera  moindre 
Tome  //,  Pp 
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que  la  quantité  /'"w"'  —  u'^'t'^ ^   mais  cette 
quantité  eft  égale  à  V i  car 

— —  ^ 


x\/A  » 


d'où  i'"w""  — /'"i/"'  = 

{j-Vx/Ay{j+Vy/Ay-{j-Vx/Ay{T+Vy/Ay 

de  plus 

{T—VvAy{T-YVy^Ayz::^{j^^AVy 

=::  L  ,  puifque  T'  —  AV^zi^i  ,  {liypoth.)  ; 
donc  (T-Fy/AyxCr-]-Fy/Ay:^T-]-Fy/A, 
&  {T—Vv^Ay{T^Vx/Ay:z=.T—Vy^Ai 
de  forte  que  la  valeur  de  ^"'w"' — z^'"/"'  Te 
réduira  a  -^^^    =  r  .- 

Il  s'e  n  fui  vr  oit  donc  de -là  qu'on  auroit 
une  valeur  de  z/</^,  ce  qui  efl:  contre 
l'hypothefe  ,  puifque  V  eft  fuppofé  la  plus 
petite  valeur  pofTible  de  u.  Donc  il  ne 
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faproit  y  avoir  de  valeyrs  de  r  &  w  inter- 
médiaires entre  celles-ci,  /'",  t'^  &  u^^\  u'\ 
Et  comme  ce  raifonnementpeut  s'appliquer 
en  générai'  à  toutes  valeurs  de  /  &  z^.  qui 
réfulteroient  des. formules  ci  defTus ,  en  y 
faifant  m  égal  à  un  nombre  entier  quel- 
conque ,  ..on  en  peut  conclure  que  ces  for^ 
mules  renferment  effeétivement  toutes  les 
valeurs  pofKblßs  de  t  &■  a. 

Au  reile  il  eil  inutile  de  remarquer  que 
les  valeurs  de  /  &  de  w  peuvent  être  égaie- 
njent'  pöfitives  ou  négatives  j  car  cela  eft 
vifible  par  l'équation  même  C — -Aur^z^i, 

De  la  manière  de  trouver  toutes  les  folutions 
pojjîhles  ,  en  nombres  entiers  ,  des'  Equa-- 
tiotis  indéterminées  du  fécond  degré  à  deux 
inconnues, 

76.  Les  méthodes  que  nous  venons  d'ex- 
pofer  fuffifent  pour  la  réfolution  complette 
des  équations  de  la  forme  Ay'^-^Bz—x"  ; 
mais  il  peut  arriver  qu'on  ait  à  réfoudre 
des  équations  du  fécond  degré  d'une  forme 
plus  compofée  \  c'efl  pourquoi  nous  croyons 

pp  ij 
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devoir  montrer  comment  il  faudra  s^y 
prendre. 

Soit  propofée  l'équation 

o\ia,  ù^Cjd^e^f  foient  des  nombres 
entiers  donnés,  &  où  r  &/ foient  deux  in- 
connues qui  doivent  être  aufli  des  nombres 
entiers. 

J'aurai  d'abord^  par  la  réfolution  ordi- 
naire , 

d'où  l'on  voit  que  la  difficulté  fe  réduit  à 
faire  en  forte  que 

{tf-\-dy-4aicf'+ef+d) 
foit  un  carré. 

Suppofons  pour  plus  de  {implicite 

bd — zae=zg, 

d"  —  4  cLf=^  h  y 
&  il  faudra  que  Af'-^-xgf-^-h  foit  un 
carré  j  fuppofons  ce  carré  =y ,  en  (orte 
que  l'on  ait  l'équation 
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&  tirant  la  valeur  de  /,  on  aura 

de  forte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre 
carrée  la  formule  Ay^-^-g" — Ah, 
Donc  fi  on  fait  encore 

on  aura  à  rendre  rationnel  le  radical 

yiAf-\-B); 
c'eft  à  quoi  on  parviendra  par  les  méthodes 
données. 

Soit  \/(y^y-|-^)=jc,  en  forte  que 
l'équation  à  réfoudre  foit 

Af^B=.x\ 
l'on  aura  donc  Af^-g^^^-^^x  ;  d'ailleurs 
on  a  déjà  ^arA^bf-\-d^=:.-\^y  ;  ainfi  dès 
qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  x  Se  y, 
on  aura  celles  de  /•  &  /par  les  deux  équa- 
tions 

r ±^-g 

J  —   A   9 

r-=.tlz±:K 

la        * 

Or  comme  r  èzf  doivent  être  des  nom- 
bres entiers ,  il  eft  vifible  qu'il  faudra  i  °.  que 
X  8c  y  foient  des  nombres  entiers  aufli  ; 
2°.  que  i«^— ^  foit  divifîble  par  A  y  3c 

Pp  iij 
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qu'enfuite  +  "^ — d — bf\e  foit  par  la.  Ainfî, 
après  avoir  trouvé  toutes  les  valeurs  pof- 
fibles  de  a:  &  j  en  nombres  entiers,  il  ref- 
tera  encore  à  trouver  parmi  ces  valeurs  > 
celles  qui  pourront  rendre  rÔc/des  nom- 
bres entiers. 

Si  A  ell;  un  nombre  négatif  ou  un  nom- 
bre poßtif  carré  ,  nous  avons  vu  que  le 
nombre  des  folutions  pofîibles  en  nombres 
entiers  eft  toujours  limité  j  de  forte  que 
dans  ces  cas  il  n'y  aura  qu'à  eflayer  fuc- 
cefîivement  pour  x  ^  y  les  valeurs  trou- 
vées ,  &  {i  l'on  n'en  rencontre  aucune  qui 
donne  pour  r  &  /des  nombres  entiers  ,  on 
"en  conclura  que  l'équation  propofée  n'ad- 
met point  de  folution  de  cette  efpece. 

La  difficulté  ne  tombe  donc  que  fur  le 
cas  où  A  eft  un  nombre  pofitif  non-carré, 
dans  lequel  on  a  vu  que  le  nombre  des 
folutions  poffibles  en  entiers  peut  être  in- 
iini^  comme  l'on  auroit  dans  ce  cas  un  nom- 
bre infini  de  valeurs  à  effayer,  on  ne  pour- 
roi  î  jamais  bien  juger  de  la  réfolubilité  de 
l'équation  propofée,  à  moins  d'avoir  une 
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regle  qui  réduife  le  tâtonnement  entre  cer- 
taines limites  j  c'eil  ce  que  nous  allons  re- 
chercher. 

77.  Puifqu'on  a,  (art.  (35)  ,  x^:=^ny — E:^^ 
&,  (art.  -ji),  yz=:pt  —  {Bq  —  np)u,  & 
:^:=qt-\-{Cp  —  nq)u^  il  eft  facile  de  voir 
que  les  expreffions  générales  de  /*&/feront 
de  cette  forme, 

tt,  ^,  73  <^'  «*''  ^'5  y  '  ''"  étant  des  nombres 
entiers  connus  ^  ^  t ,  u  étant  donnés  par 
les  formules  de  l'art.  75  ,  dans  lefquelies 
l'expofant  m  peut  être  un  nombre  entier 
pofitif  quelconque  ;  ainfi  la  queflion  fe  ré- 
duit à  trouver  quelle  valeur  on  doit  donner 
à  /7z,  pour  que  les  valeurs  de  r  &/foient 
des  nombres  entiers. 

78.  Je  remarque  d'abord  qu'il  eft  tou- 
jours poflible  de  trouver  une  valeur  de  u 
qui  foit  divifible  par  un  nombre  quelconque 
•donné  aj  car  fuppofant  z^z^rAw,  l'équation 
t" — Au'zz^i  deviendra  t" — /^A-«-:=ri ,  la- 
quelle e{l  toujours  réfoluble  en  nombres 

Pp  iv 
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entiers  ;  &  l'on  trouvera  les  plus  petites 
valeurs  de  £■  &  w ,  en  faifant  le  même  cal- 
cul qu'auparavant,  mais  en  prenant  A^ 
à  la  place  de  A  ^  or ,  comme  ces  valeurs 
fatisfont  auffi  à  l'équation  v — Au^z=z  \ ,  elles 
feront  néceffairement  renfermées  dans  les 
formules  de  l'art.  75.  Ainfi  il  y  aura  né- 
cefTairement  une  valeur  de  m  qui  rendra 
l'exprefTion  de  u  divilible  par  a. 

Qu'on  dénote  cette  valeur  de  m  par  iw, 
&  je  dis  que  fî  dans  les  exprefllons  géné- 
rales de  r  &  :^  de  l'article  cité  on  fait  m 
:==:2Ai,  la  valeur  de  u  fera  divifible  par  a  , 
&  celle  de  t  étant  divifée  par  a  donnera  i 
pour  refle. 

Car  fi  on  défigne  par  T'  &  V'  les  valeurs 
de  r  &  «  ,   où  ;72=yu,  &  par  T"  &  V 
celles  où  m  =  11^^  on  aura,  (art.  75), 
T±V'\/a  =(T±F^Ay,6c 
T"±  J^"  \/a  =  (  T±  V\/a  yy-  y  donc 
(T±F'^/Ay={T-±F-}/A), 
c'ell  à-dire  en  comparant  la  partie  ration- 
nelle du  premier  membre  avec  la  ration- 
nelle du  fécond ,  &  l'irrationnelle  avec  l'ir- 
rationnelle 
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donc,  puifque  V'  eft  divifible  par  a,  V'* 

le  fera  auiîî,  &  7""  laifTera  le  même  refte 

I  i^  I 

que  laifTeroit  7"*;  mais  on  a  T^ — AV* 

I 

=1,  {hyp.)  donc  T^ — i  doit  être  divifible 

par  A  &  même  par  a''  ,  puifque  V'  l'efl 

déjà  ;  donc  T^  &  par  conféquent  auffi  P* 
étant  divifé  par  a  ,  laiffera  le  refle  i . 

Maintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  t 
&  u  qui  répondent  à  un  expofant  quelcon- 
que m,  étant  divifées  par  a  ,  laifTeront  les 
mêmes  reftes  que  les  valeurs  de  r  &  // ,  qui 
répondroient  à  l'expofant  /w-j-i//^.  Car  dé- 
fîgnant  ces  dernières  par  ô  &  u ,  on  aura 

t±u\/A=z(^T±V\/AY, 
&  ^±  V  ^ A  =={T±F\/ AY^^'' i 
donc 

fl  ±  ^  \/a  =z  (  t±u  \/a  )(T±V\/Ayf*  j 
mais  nous  venons  de  trouver  ci-defTus 
T'±V-\/Az=,{T±y\/Ayi^i 
donc  on  aura 

^±^\/A  =  {t±u\/A){T'±V''^/A), 
d'où  l'on  tire ,  en  faifant  la  multiplication 
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Sc  comparant  enfiiire  les  parties  rationnelles 
enfemble  &  les  irrationnelles  enfemble  y 

Or  F"  eft  divifibie  par  a  ,  &  T'  laifle 
le  .relie  i  ;  donc  6  laiiTera  le  même  refle 
que  r,  &  y  le  même  refle  que  u. 

Donc  en  général  les  refies  des  valeurs 
de  /  &  z^  répondantes  aux  expofans  ^+2/*, 
m-\-4M' ,  //z-|-6y" ,  &c.  feront  les  mêmes  que 
ceux  des  valeurs  qui  répondent  à  l'expofant 
quelconque  m, 

De-là  on  peut  donc  conclure  que  fi  l'on 
veut  avoir  les  refies  provenans  de  la  di- 
vifion  des  termes  r' ,  /"  ,  /'"  &c.  &  «' ,  u'\ 
u''' &c.  qui  répondent  à  m=.\,  2,  3  &c, 
par  le  nombre  a  ,  il  fuffira  de  trouver  ces 
refies  jufqu'aux  termes  t"^/^  &  u^i^  inclufive- 
ment  j  car ,  après  ces  termes ,  les  mêmes 
refies  reviendront  dans  le  même  ordre ,  &: 
ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

Quant  aux  termes  t'^'"-  &:  u^^-  ,  auxquels 
on  pourra  s'arrêter ,  ce  feront  ceux  dont 
l'un  w*/"  fera  exa6lement  divifibie  par  a, 
&:  dont  l'autre  fi^  laiiTera  l'unité  pour  refle  j 
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aînfi  il  n'y  aura  qu'à  poufîer  les  divifîons 
jiifqu'à  ce  qu'on  parvienne  aux  relies  i  &  o  j 
alors  on  fera  aiTijré  que  les  termes  fuivans 
redonneront  toujours  les  mêmes  reftes  que 
l'on  a  déjà  trouvés. 

On  pourroit  aufîi  trouver  l'expofant  2/-* 
à  priori  ;  car  il  n'y  auroit  qu'à  faire  le  calcul 
indiqué  dans  l'art.  7 1 ,  n^.  2  ,  premièrement 
pour  le  nombre  A ,  &  enfuite  pour  le  nom- 
bre y^A^  •  &  fi  on  nomme  ^r  le  numéro  du 
terme  de  la  férié  P\  P",  P'"  6'c.  qui  dans 
le  prem.ier  cas  fera  =1,  &  p  le  numéro  du 
terme  qui  fera  z=:^\  dans  le  fécond  cas  ,  on 
n'aura  qu'à  chercher  le  plus  petit  multiple 
de  7?-  &  de  p,  lequel  étant  divifé  par  '^  ^  don- 
nera la  valeur  cherchée  de  t^, 

Ainfi  11  l'on  a ,  par  exemple ,  A=^6  & 
Arzz:3  ,  on  trouvera  dans  la  table  de  l'ar- 
ticle 41  pour  le  radical  y  6,  P°=^i  ,  F' 
=  — 1,  P"z=:rij  donc  77-=:  2  j  enfuite  on 
trouvera  dans  la  même  table  pour  le  ra- 
dical   ^(6,^)=:^/^4,    P°=.l,   P'=:  — 5, 

P'":=:zi  j  donc  p^=^6;  or  le  plus  petit  mul- 


6o4        Additions» 

tiple  de  2  &  6  eft  6 ,  qui  étant  divifé  par  i 
donne  3  pour  quotient ,  de  forte  qu'on  aura 
ici  M=:  3    &   2/*:=6. 

Donc ,  pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les 
reftes  de  la  divifîon  des  termes  t\  e\  t'  &c, 
&  u\  w",  z/'"  &c.  par  3  ,  il  fuffira  de  cher- 
cher ceux  des  (ix  premiers  termes  de  Tune 
&  de  l'autre  férié  ;  car  les  termes  fuivans 
redonneront  toujours  les  mêmes  reftes  , 
c'eft-à-dire  que  les  feptiemes  termes  don- 
neront les  mêmes  reftes  que  les  premiers , 
les  huitièmes  les  mêmes  reftes  que  les  fé- 
conds, &  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 

Au  refte  il  peut  arriver  quelquefois  que 
les  termes  if^  &  u'"-  aient  les  mêmes  pro- 
priétés que  les  termes  t'^^&cu'^f^,  c'eft-à- 
dire  que  uf^  foit  divifible  par  a  ,  &  que  if* 
laifTe  l'unité  pour  refte.  Dans  ces  cas  on 
pourra  s'arrêter  à  ces  mêmes  termes  5  car 
les  reftes  des  termes  fuivans  t'^'^^ ,  /''"^^  &c. 
j^f*+i^  ^//+a  ^^^  feront  les  mêmes  que  ceux 
des  termes  t' ,  r" ,  &c,  u\  w" ,  &c,  &  ainß 
des  autres. 

En  général  nous  désignerons  par  M  la 
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plus  petite  valeur  de  rexpofant  m ,  qui  ren- 
dra / — 1  &  z^  divifibles  par  a. 

79.  Suppofons  maintenant  que  l'on  ait 
une  expreffion  quelconque  compofée  de  t 
&  w  &  de  nombres  entiers  donnés  ,  de  ma- 
nière qu'elle  repréfente  toujours  des  nom- 
bres entiers ,  &  qu'il  s'agiffe  de  trouver  les 
valeurs  qu'il  faudroit  donner  à  l'expofant  m, 
pour  que  cette  expreffion  devînt  divifible 
par  un  nombre  quelconque  donné  a,  il  n'y 
aura  qu'à  faire  fucceffivement  m=zi  ,  2, 
3  &c,  jwfqu'à  A/  y  &  fi  aucune  de  ces  fup- 
pofitions  ne  rend  l'expreffion  propofée  di- 
vifible  par  a  ,  on  en  conclura  hardiment 
qu'elle  ne  peut  jamais  le  devenir ,  quelques 
valeurs  qu'on  donne  à  m. 

Mais  ü  l'on  trouve  de  cette  manière  une 
ou  plufîeurs  valeurs  de  m  qui  rendent  la 
propofée  divifible  par  a  ,  alors  nommant 
N  chacune  de  ces  valeurs ,  toutes  les  va- 
leurs poffibles  de  m  qui  pourront  faire  le 
même  effet,  feront  N,  N'-\-  M,  N-\-  iM ^ 
N-\-T,M  &c.  &  en  général  iV-f-^M,  a 
étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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De  même  ,  iî  l'on  avoir  une  autre  éX" 
preffion  compofée  de  même  de  /,  w  &:  de 
nombres  entiers  donnés ,  laquelle  dût  être 
en  même  temps  diviiible  par  un  autre  nom- 
bre quelconque  donné  a'  ,  on  chercherôit 
pareillement  les  valeurs  convenables  de  M 
&:  de  N y  que  nous  défîgnerons  ici  par  M' 
&  iV',  &  toutes  les  valeurs  de  l'expofant  m 
qui  pourront  fatisfaire  à  la  condition  pro- 
pofée ,  feront  renfermées  dans  la  formule 
iV^' -}- A' M' _,  A'  étant  un  nombre  quelcon- 
que entier.  Ainfi  il  n'y  aura  plus  qu'à  cher- 
cher les  valeurs  qu'on  doit  donner  aux  nom- 
bres entiers  x  &  a'  ,  pour  que  l'on  ait  N 
4-^M=:iV'-|-A'M,  favoir 

équation  réfoluble  par  la  méthode  de  l'ar- 
ticle 42. 

Il  eft  maintenant  aifé  de  faire  l'applicar 
tion  de  ce  que  nous  venons  de  dire  au  cas 
de  l'art.  77 ,  où  les  expreffions  propofées 
font  de  la  forme  tt-\-  ßu-^y ,  «-'t-^ß'  u-\-y\ 
&  les  divifeurs  font  <^  &  '^'. 

Il  faudra  feulement  fe  fou  venir  de  prendre 
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les  nombres  t  &  «  fucceffivement  en  plus 

&  en  moins ,  pour  avoir  tous  les  cas  pof- 

fibles. 

Remarque. 

80.  Si  l'équation  propofée  à  réfoudre  en 
nombres  entiers  étoit  de  la  forme 

on  y  pourroit  appliquer  immédiatement  la 
méthode  de  l'art.  65 .;  car  1°.  il  eft  vifible 
que  rScfne  pourroient  avoir  un  commun 
divifeur,  à  moins  que  le  nombre  fne  fut 
en  même  temps  divifible  par  le  carré  de 
ce  divifeur  ;  de  forte  qu'on  pourra  toujours 
réduire  la  queftion  au  cas  où  /•&/ feront 
premiers  entr'eux.  2°.  On  voit  aufîi  que 
/  &c  f  ne  pourroient  avoir  un  commun  di-* 
vifeur,  à  moins  que  ce  divifeur  n'en  fût  un 
aufli.du  nombre  a  ,  en  fuppofant  /•  premier 
kfi  ainfi  on  pourra  réduire  encore  la  quef- 
tion  au  cas  où /&  j^  feront  premiers  en- 
tr'eux.  (Voyez  Tart.^  64). 

Or /étant  fuppofé  premier  kfd^k  rj 
on  pourra  faire  r=znf^-fi^  jèc  il  faudra  > 
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pour  que  l'équation  Toit  réfoluble  en  nom- 
bres entiers ,  qu'il  y  ait  une  valeur  de  n 
pofitive  ou  négative  pas  plus  grande  que^, 
laquelle  rende  la  quantité  ari'-^^ibn-^-c 
divifible  par  f.  Cette  valeur  étant  mife  à 
la  place  de  n ,  toute  l'équation  deviendra 
divifîble  par/,  &  fe  trouvera  réduite  au 
cas  de  celle  de  l'art.  66  &  fuiv. 

Il  eft  facile  de  voir  que  la  même  mé- 
thode peut  fervir  à  réduire  toute  équation 
de  la  forme 

a^b^c  &c,  étant  des  nombres  entiers  don- 
nés,  &  r  &/deux  indéterminées  qui  doi- 
vent être  aufli  des  nombres  entiers,  en  une 
autre  équation  femblable ,  mais  dans  la- 
quelle le  terme  tout  connu  foit  l'unité ,  & 
alors  on  y  pourra  appliquer  la  méthode  gé- 
nérale du  §.  IL  Voy.  la  remarque  de  l'art.  30. 

Exemple     I. 

81.  Soit  propofé  de  rendre  rationnelle 
cette  quantité , 

en 
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en  ne  prenant  pour /que  des  nombres  en- 
tiers 5  on  aura  donc  à  réfoudre  cette  équa- 
tion 

30+62/— 7/^  =y, 

laquelle  étant  multipliée  par  7  ,  peut  fe 
mettre  fous  cette  forme , 

7-3O+(3  0^'— (7/— 30'~7y> 
ou  bien  en  faifant  jf — 31=:; a:,  &:  tranf- 

pofant 
^^-^=1171 — 7j%  ou  Jic--|-7j/^=i  171. 

Cette  équation  eft  donc  maintenant  dans 
le  cas  de  l'article  64  ;  de  forte  qu'on  aura 
A^^=:—j  &  ^=11715  d'oii  l'on  voit 
d'abord  que  y  ^  B  doivent  être  premiers 
entr'eux ,  puifque  ce  dernier  nombre  ne 
renferme  aucun  fafteur  carré. 

On  fera,  fuivantla  méthode  de  l'art.  65, 
x=:^ny — 1171^,  &  il  faudra,  pour  que 
l'équation  foit  réfoluble  ,  que  l'on  puifTe 
trouver  pour  n  un  nombre  entier  poiitif  ou 
négatif  non  >  -  ,  c'eft- à-dire  non  >  580, 
tel  que  n" — A  ou  n--\-j  foit  diviiible  par 
B  ou  par  1 171. 

Je  trouve  /z=+3  2 1  ^  ce  qui  donne  n'-^-j 
Tome  II,  Q  q 
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^=1171x88;  ainfî  je  iubflitue  dans  l'équa- 
tion précédente  +  32 ij)^  —  ii7i:j'àla  place 
de  X  ,  moyennant  quoi  elle  fe  trouve  toute 
diviiibie  par  1 1 7 1 ,  &  la  diviiîon  faite ,  elle 
devient  'è^y^-^é^iyi^iiji :("=!. 

Pour  réfoudre  cette  équation  je  vais  faire 
iifage  de  la  féconde  méthode  expofée  dans 
l'art.  70,  parce  qu'elle  eft  en  effet  plus  (im- 
pie &  plus  commode  que  la  première.  Or 
comme  le  coeifEcient  de  j-  eft  plus  petit  que 
celui  de  ;[%  j'aurai  ici  i^  =  i  171 ,  Z>'=88 
&  ;z  =  +  3^1  ?  donc  retenant  pour  plus  de 
fmiplicité  la  lettre  y  à  la  place  de  ô ,  &  met- 
tant y'  à  la  place  de  { ,  je  ferai  le  calcul 
fuivant ,  où  je  fuppoferai  d'abord  /z  ::i:^  3  2 1  : 

m  =^-f  =  4,     «■  =311-4.88=— 31, 
00 

m'  =-^—  =  —3,  /2"  =-31+3.11=2, 

2 

;/2"  = =2,       ;z"'=  2  — 2.1  =  0, 

I 

/)■'■=  l±I-=i,7'=-3y+y', 
Z)'^=     ^     =7,y'=2y"-fy\ 
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Puifque  ;2'"=o  &  par  conféquent  <  — 

2. 

&  < ,  on  s'arrêtera  ici  &  on  fera 

D'"=M=zi,  D'^^-L^j,  n'''zizzo=N, 
&y"==l,  JK'^^-^  ,  à  caufe  que  Z)"'  eft 

Maintenant  je  remarque  que  Â  étant 
= — 7,  &  par  conféquent  négatif,  il  faut, 
pour  la  réfolubilité  de  l'équation  ,  que  ron 
ait  Mzz^i;  c'eft  ce  que  l'on  vient  de  trou- 
ver ;  de  forte  qu'on  en  peut  conclure 
d'abord  que  la  réfolution  eil  poflible.  On 
fuppofera  donc  ^=y"=:=:o,  -Fn^jj^'^z^+i  j 
&  l'on  aura,  par  les  formules  ci-defîus, 
y=±^  JK'— +3={  ?  jK=+i2+i=+i  I, 
les  (ignés  ambigus  étant  à  volonté.  Donc 
jf=:32iy — I  i7i:^r=:ipi8,  &  conféquem- 
ment/=^:^'  =  3-^'  r=i^,  ^^  ^Û2=^j, 
Or  comme  on  exige  que  la  valeur  de/foit 
égale  à  un  nombre  entier ,  on  ne  pourra 
prendre  que/:=7. 

Il  eft  remarquable  que  l'autre  valeur  de 
/,  favoir  y ,  quoique  fractionnaire ,  donne 
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néanmoins  un  nombre  entier  pour  la  valeur 
du  radical  y  (30-}- 62/— 7/')  ,  &  le  même 
nombre  11  que  donne  la  valeur /=  7;  de 
forte  que  ces  deux  valeurs  de /feront  les 
racines  de  l'équation  30+62/ — 7/^:=^!  21, 

Nous  avons  fuppofé  ci-deilus  72=:  3  21; 
or  on  peut  faire  également  n^=^ — 3^1? 
mais  il  eft  facile  de  voir  d'avance  que  tout 
le  changement  qui  en  réfultera  dans  les  for- 
mules précédentes ,  c'eil  que  les  valeurs  de 
7^2 ,  7?2' ,  ;w" ,  &  de  ;2' ,  ;z"  j  changeront  de 
fîgne ,  moyennant  quoi  les  valeurs  de  y'  & 
dej/  deviendront  aufîi  de  diiTérens  fgnes, 
ce  qui  ne  donnera  aucun  nouveau  réfultat , 
puifque  ces  valeurs  ont  déjà  d'elles-mêm.es 
le  iigne  ambigu  +• 

Il  en  fera  de  même  dans  tous  les  autres 
cas  j  de  forte  qu'on  pourra  toujours  fe  dif- 
penfer  de  prendre  fucceflivement  la  valeur 
de  11  en  plus  &  en  moins, 

La  valeur  /:=7  que  nous  venons  de 
trouver,  réfulte  de  la  valeur  de  ;2i==+3^ï  j 
on  pourroit  trouver  d'autres  valeurs  de  /, 
il  on  trcuvoit  dauties  valeurs  de  n  qui 
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euffent  la  condition  requife  ;  mais  comme 
le  divifeur  Bzz^iiyi  eft  un  nombre  pre- 
mier, il  ne  fauroit  y  avoir  d'autres  valeurs 
de  n  de  la  même  qualité  ,  comme  nous 
l'avons  démontré  ailleurs ,  (  Mérnoires  de 
Berlin  pour  l'année  iy6  y  ^  pag.  1^4),  d'où 
il  faut  conclure  que  le  nombre  7  eil  le  feul 
qui  puifTe  fatisfaire  à  la  queltion. 

J'avoue  au  refte  qu'on  peut  ré  foudre  le 
problème  précédent  avec  plus  de  facilité 
par  le  {impie  tâtonnement;  car  dès  qu'on 
eu  parvenu  à  l'équation  x^r^iiyi — yj'', 
il  n'y  aura  qu'à  eflayer  pourjx  tous  les  nom- 
bres entiers  dont  les  carrés  multipliés  par  7 
ne  furpalTeront  pas  1171,  c'efl-à-dire  tous 
les  nombres  <v^^<i3. 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  équations 
cil  A  eft  un  nombre  négatif;  car  dès  qu'on 
eft  arrivé  à  l'équation  x^^zi^B-^Ay"" ,  où, 
(en  faifant  Az:= — a),  x^z=B — ajy%  il  eft 
clair  que  les  valeurs  fatisfaifantes  de  y ,  s'il 
y  en  a,  ne  pourront  fe  trouver  que  parmi 
les  nombres  <\/j*  Aufîi  n'ai- je  donné 
des  méthodes  particulières  pour  le  cas  de  A 

Qq  iij 
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négatif,  que  parce  que  ces  méthodes  ont 
une  liaifon  intime  avec  celles  qui  concer- 
nent le  cas  de  A  poiitif ,  &  que  toutes  ces 
méthodes  étant  ainii  rapprochées  les  unes 
des  autres ,  peuvent  Te  prêter  un  jour  mutuel 
&  acquérir  un  plus  grand  degré  d'évidence. 

Exemple     IL 

8  2.  Donnons  maintenant  quelques  exem- 
ples pour  le  cas  de  A  pofitif ,  &  Toit  pro- 
pofé  de  trouver  tous  les  nombres  entiers 
qu'on  pourra  prendre  pour  j' ,  en  forte  que 
la  quantité  radicale , 

devienne  rationnelle. 

On  aura  ici,  (art.  64),  A=.\'^^B—\oi^ 
&  l'équation  à  réfoudre  en  entiers  fera 

dans  laquelle,  à  caufe  c,\\q.  ioi  n'efl:  divi- 
{îble  par  aucun  carré ,  y  fera  néceffairement 
premier  à  loi. 

On  fera  donc,  (art.  6^^^x^=^ny — ioi{, 
&  il  faudra  que  iv  — 13  foit  divisible  par 
IOI ,  en  prenant  «  <  ^'  <  5  k 
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Je  trouve  nzz^z-^  5 ,  ce  qui  donne  72-=  i  225 
&  nr — 13  =  1212  =  101X12;  ainfi  on 
pourra  prendre  72  =  4-35  >  ^  fubflituanr , 
au  lieu  de  x  ^  +3  5^ — ioï{^  on  ^ura  une 
équation  toute  divifible  par  ici  ,  qui,  la 
divifîon  faite ,  fera 

Employons  encore ,  pour  réfoudre  cette 
équation ,  la  méthode  de  Fart.  70  ;  faifons 
i5'=i2,  Z?;=:ioi, /7=+3)  ,  mais  au  lieu 
de  la  lettre  6  nous  conferverons  la  lettre  j', 
&  nous  changerons  feulement  {  enj)^' ,  com- 
me dans  l'exemple  précédent. 

Soit,  \'^,n='^<^^  on  fera  le  calcul  fuivant: 

m'  =  ^  =  i,  «"  =  -1  +  1  =  0,      Z)"'=  ^^  =  13, /=/'+/ "i 

Comme  ;2"==o  &  conféquemment  < — - 

2 

&  < ,  on  s'arrêtera  ici  &  l'on  aura 

2 

la  transformée 

1 1  III 

jL'  j  — %n  y  y    ^U    y  z=i, 

OU  bien 

Q  q  iv 
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I3J  — J"==ij 


laquelle  étant  réduite  à  cette  forme 

I II 

y-— i3yr=— I, 

fera  fufceptible  de  la  méthode  de  Tart.  71, 
n^.  2j  &  comme  ^^  =  13  eft  <ioo,  on 
pourra  faire  ufage  de  la  table  de  l'art.  41. 

Ainfî  il  n*y  aura  qu'à  voir  fi  dans  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondent  à 
y/  1 3  .  il  fe  trouve  le  nombre  1  dans  une 
place  paire  ^  car  il  faut ,  pour  que  l'équa- 
tion précédente  foit  réfoluble  3  que  dans  la 
férié  F''  ^  P\  P'  &c.  il  fe  trouve  un  terme 
r:z=— i;  mais  on  a  F°=i,  —P'=4,  F' 
=^  3  &c.  donc  &c,  or  dans  la  férié  1,4, 
3  ,  3,4,  I  &c.  on  trouve  juflement  i  à 
]a  iixieme  place,  en  forte  que  P''= — i; 
donc  on  aura  une  folution  de  l'équation  pro- 
pofée,  en  prenant  j'"=/7%  &^y=:f ,  les 
nombres  p^ ,  f  étant  calculés  d'après  les 
formules  de  l'art.  25  ,  en  donnant  à  /^,  /^S 
At"  &c,  les  valeurs  3  ,  i,  i,  i,  i,  6  é'c.  qui 
forment  la  férié  inférieure  des  nombres  ré- 
pondans  à  yi  3  dans  la  même  table. 
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On  aura  donc 

?  — /?  +/?  —7      q  —q  +q=^ 

Doncy"=:i8  &  j/"  =  5  ;  doncy=y" 
+y"=23,  &  j  =  3y+y'  =  74. 

Nous  avons  fuppofé  ci-deffus  ^2=3 5  y 
mais  on  peut  aufîi  prendre  n=:z — 35. 

Soit  donc,  2°.  /z  =  — 35  _,  on  fera 

m=^=-J,  «'=-35  +  3.12=1,  Z?"  =  ^=-i,y=-3/+yn: 

m' = -^  =- 1 ,  /z"= 1-1=0,       D"''=  ^^p- =13,  j'=-j"+y'; 

ainfi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  D'\  Z)'" 
&  /2"  qu'auparavant,  de  forte  que  latranf- 
formée  eny"  Sz  y'"  fera  auffi  la  même. 

On  aura  donc  auffi  y"=  18  &c  y"=:ij  ; 
doncj^'i^— y+y"^i3  ,Scy=:—^y 

+/'=— '34. 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  valeurs 
de  y  avec  les  valeurs  correfpondantes  de 
y'  ou  li  &  ces  valeurs  réfultent  de  la  fup- 
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pofîtion  de  /2:=+3  5  j  or  comme  on  ne 
peut  trouver  aucune  autre  valeur  de  n  qui 
ait  les  conditions  requifes ,  il  s'enfuit  que  les 
valeurs  précédentes  feront  les  feules  valeurs 
primitives  que  l'on  puifTe  avoir  ;  mais  on 
pourra  enfuite  en  trouver  une  infinité  de 
dérivées  par  la  méthode  de  l'art.  72. 

Prenant  donc  ces  valeurs  de  j/  &  ;[  pour 
p  d>c  ^ ,  on  aura  en  général ,  (art.  cité)  , 
j=j4t—(  101.23—35 .74)u=y4t-{'i67u 

{=^3^+(  I2-74— 35-^3)"— ^3^+  83^/ 
ou 

jK=-34f_(ioi.i3-3  5.34)w=-34r_i23« 
^—  i3/-H(--i2.34+35.i3)w=i3r+  4ju 
Si  il' n'y  aura  plus  qu'à  tirer  les  valeurs  de  t 
&  u  de  l'équation  t^  —  i-^u^^zi-,  or  ces  va- 
leurs fe  trouvent  déjà  toutes  calculées  dans 
la  table  qui  eft  à  la  fin  du  chap.  VII  du 
traité  précédent  ;  on  aura  donc  fur  le  champ 
t=z64<^  &  u  =  iSo',  de  forte  que  prenant 
ces  valeurs  pour  T  SlV  dans  les  formules 
de  l'art.  7  5  ,  on  aura  en  général 
__  (649  + 1 80  v/i  3  )'-+(649— 1 8ov^3)'" 
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(649+180/13)"'— (649— 180^13)"» 

"~~  i/13 

où  l'on  pourra  donner  à  m  telle  valeur  qu'on 

voudra ,  pourvu  qu'on  ne  prenne  que  des 

nombres  entiers  poiîtifs. 

Or  comme  les  valeurs  de  ^  &  w  peuvent 
être  prifes  tant  en  plus  qu'en  moins ,  les 
valeurs  de  y  qui  peuvent  fatisfaire  à  la 
queftion ,  feront  toutes  renfermées  dans  ces 
deux  formules , 

y^±7At±iL6ju, 
=  +  34r+i23M, 
les  fignes  ambigus  étant  à  volonté. 

Si  on  fait  m=:Q^  on  aura  t=^i  &  w=o; 
àonc  y=z+j 4^  ou  =+34'  ^  cette  der- 
nière valeur  fera  la  plus  petite  qui  puifTe 
réfoudre  le  problème. 

Nous  avons  déjà  réfolu  ce  même  pro- 
blème dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
Vannée  iy68 ,  pag.  143  ;  mais  comme  nous 
y  avons  fait  ufage  d'une  méthode  un  peu 
différente  de  la  précédente ,  &  qui  revient 
au  même  pour  le  fond  que  la.  première  mé- 
thode de  l'art.  66  ci-deffusp  nous  avons  cru 
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devoir  le  redonner  ici ,  pour  que  la  com- 
paraifon  des  réfultats  qui  font  les  mêmes 
par  l'une  &  l'autre  méthode ,  puifle  leur 
fervir  de  confirmation ,  s'il  en  eft  befoin. 

Exemple    II  L 

83.  Soit  propofé  encore  de  trouver  des 
nombres  entiers  qui ,  étant  pris  pour  y , 
rendent  rationnelle  la  quantité 

\/(79/  +  ioO- 

On  aura  donc  à  réfoudre  en  entiers 
l'équation 

dans  laquelle j>^  fera  premier  à  ici  ,  puifque 
ce  nombre  ne  renferme  aucun  fafteur  carré. 

Qu'on  fuppofe  donc  x=:^ny — ioi{,  & 
il  faudra  que  nr — 79  foit  divifîble  par  ici, 
en  prenant  /z  <  ^  <  5 1  j  on  trouve  721=3  3 , 
ce  qui  donne  rû-  —  i3=^ioio==:ioiX  lo; 
ainli  on  pourra  prendre  ;2  =  +33,  &  ces 
valeurs  feront  les  feules  qui  aient  la  con- 
dition requife. 

Subftituant  donc  +3  3^ — 1 0 1  {  à  la  place 
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de  AT ,  &  divifant  toute  l'équation  par  loi, 
on  aura  cette  transformée 

1  oy^  ^.66yi-\-ioif  =  i. 
On  fera  donc  D'=io,  D— 101,  /z=+3 3 > 
&  prenant  d'abord  n  en  plus  ^  on  opérera 
comme  dans  l'exemple  précédent  -,  on  aura 
ainiî 

'«  =  7^  =  3»  «'=33-3-io=3'  ^"=^=-7>  y=3y^y'. 

Or  comme  /2'=3  eft  déjà  < —  &  < — , 

il  ne  fera  pas  néceflaire  d'aller  plus  loin  5 
ainfi  on  aura  la  transformée 

laquelle  étant  multipliée  par  — 7,  pourra 
fe  mettre  fous  cette  forme , 

(7y+3y'y"— 79/'=— 7- 

Puifque  donc  7  eft  <v/79>  ß  cette  équa- 
tion eft  réfoluble^  il  faudra  que  le  nom- 
bre 7  fe  trouve  parmi  les  termes  de  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondent  à 
^79  dans  la  table  de  l'art.  41  ,  &  même 
que  ce  nombre  7  y  occupe  une  place  paire , 
puifqu'ii  a  le  figne  — .  Mais  la  férié  dont 
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il  s'agit  ne  renferme  que  les  nombres  i , 
15,2^  qui  reviennent  toujours  ;  donc  on 
doit  conclure  fur  le  champ  que  la  dernière 
équation  n'eft  pas  réfoluble  ,  &  qu  ainfi  la 
propofée  ne  l'eft  pas ,  au  moins  d'après  la 
valeur  de  72=:=  33. 

Il  ne  relie  donc  qu'à  eflayer  l'autre  valeur 
72= — 33  ,  laquelle  donnera 

de  forte  qu'on  aura  cette  autre  transformée, 

laquelle  fe  réduit  à  la  forme 

1 1 

qui  eft  femblable  à  la  précédente.  D'où  je 

conclus  que  l'équation  propofée  n'admet 

abfolument  aucune  folution   en  nombres 

entiers. 

Remarque. 

84.  M.  Euler ^  dans  un  excellent  Mé- 
moire imprimé  dans  le  tome  ÏX  des  nou- 
veaux Commentaires  de  P écersbourg ^Xïouyq 
par  induftion  cette  regle ,  pour  juger  de 
la  réfolubilité  de  toute  équation  de  la  forme 


I 
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x^  —  Ay^:=iB  y  lorfque  B  eft  un  nombre 
premier  j  c'eft  que  l'équation  doit  être  pof- 
fible  toutes  les  fois  que  B  fera  de  la  forme 
j^An-\-r^ ,  ou  j^An-^r — A  ;  mais  l'exem- 
ple précédent  met  cette  regle  en  défaut  j 
car  ICI  efl:  un  nombre  premier  de  la  forme 
j[An-\'r'' — A^  en  faifant  ^=::79  :,  /zr^ — 4 
&  /•=38  ;  cependant  l'équation  x'^ — j<^y' 
=::ioi  n'admet  aucune  folution  en  nombres 
entiers. 

Si  la  regle  précédente  étoit  vraie ,  il  s'en- 
fuivroit  que  fi  l'équation  x- — Ay^=:::^B  efl: 
pofîible  lorfque  B  a  une  valeur  quelconque 
b ,  elle  le  feroit  aufîi  en  prenant  B-=.4An 
•^b ,  pourvu  que  B  fût  un  nombre  premier. 
On  pourroit  limiter  cette  dernière  regle  , 
en  exigeant  que  b  fût  auili  un  nombre  pre- 
mier 5  mais  avec  cette  limitation  même  elle 
fe  trouveroit  démentie  par  l'exemple  pré- 
cédent; car  on  a  ioi=.^An-\-b  ^  en  pre- 
nant Az=rj(^  ,  nz=zL — 2  &  i^:=:733  ;  or  733 
eft  un  nombre  premier  de  la  forme  x^ 
' — 79JK%  ^"  faifant  x=:z^S  Se  y^:::^ -,  ce- 
pendant ICI  n'efl  pas  de  la  même  forme 

^'  — 79/' 
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PARAGRAPHE   VIII. 

Remarques  fur  les  Equations  de  la  forme 
p--  =  Aq-+l, 
&  fur  la  manière  ordinaire  de  les  réfoudre 
en  nombres  entiers, 

8  5 .  JL  A  méthode  du  chap.  VII  du  traité 
précédent ,  pour  réfoudre  les  équations  de 
cette  efpece  ,  eft  la  même  que  celle  que 
M.  Wallis  donne  dans  fon  Algèbre ,  (chap. 
XCVIIÏ) ,  &  qu'il  attribue  à  Milord  Broun- 
keri  on  la  trouve  außi  dans  l'Algèbre  de  M. 
O^anam ,  qui  en  fait  honneur  à  M.  de  Fer- 
mât. Quoi  qu'il  en  foit  de  l'Inventeur  de 
cette  méthode  ,  il  efl  au  moins  certain  crue 
M.  de  Fermât  eft  l'Auteur  du  problème  qui 
en  fait  l'objet  ;  il  l'avoit  propofé  comme  un 
défi  à  tous  les  Géomètres  Anglois ,  ainfi 
qu'on  le  voit  par  le  commercium  epiflolicum 
de  M.  W^allis  ;  c'eft  ce  qui  donna  occafion 
à  Milord  Brounker  d'inventer  la  méthode 
dont  nous  parlons  j  mais  il  ne  paroîi  pas  que 

cet 
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cet  Auteur  ait  connu  toute  l'importance  du 
problème  qu'il  avoir  réfoluj  on  ne  trouve 
même  rien  fur  ce  fujet  dans  les  écrits  qui 
nous  font  reftés  de  M.  Fermât ,  ni  dans  aucun 
des  Ouvrages  du  fiecle  pafîe ,  où  l'on  traite 
de  TAnalyfe  indéterminée.  Il  eft  bien  na- 
turel de  croire  que  M.  Fermât^  qui  s'étoit 
principalement  occupé  de  la  théorie  des 
nombres  entiers  ,  fur  lefquels  il  nous  a  d'ail- 
leurs laifîe  de  très- beaux  théorèmes ,  avoit 
été  conduit  au  problème  dont  il  s'agit  par 
les  recherches  qu'il  avoit  faites  fur  la  ré- 
folution  générale  des  équations  de  la  forme 
x^  ^=z  Ay^ -\- B  ^  auxquelles  fe  réduifent  tou- 
tes les  équations  du  fécond  degré  à  deux 
inconnues  ;  cependant  ce  n'ell:  qu'à  M*". 
Euler  que  nous  devons  la  remarque  que  ce 
problème  eft  néceffaire  pour  trouver  toutes 
les  folutions  poffibles  de  ces  fortes  d'équa- 
tions. (Voyez  le  chap.  VI  ci-defîus,  le 
tome  VI  des  anciens  Commentaires  de  Pé- 
tershourg^  &  le  tome  IX  des  nouveaux^, 

La  méthode  que  nous  avons  fuivie  pour 
démontrer  cette  proportion  eft  un  peu  dif- 
Tome  IL  R  r 
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férente  de  celle  de  M.  Euler  ^  mais  auffi 
efl-elle,  fi  je  ne  me  trompe,  plus  direfte 
&  plus  générale.  Car  d'un  côté  la  méthode 
de  M.  Euler  conduit  naturellement  à  des 
eNpreiîioiiS  fra£tionnaires  lorfqu'il  s'agit  de 
les  éviter,  &  de  l'autre  on  ne  voit  pas 
clairement  que  les  fuppofitions  qu'on  y  fait 
pour  faire  difparoître  les  fraftions ,  fuient 
les  feules  qui  puiffent  avoir  lieu.  En  effet 
nous  avons  fait  voir  ailleurs  qu'il  ne  fufïit 
pas  toujours  de  trouver  une  feule  folution 
de  l'équation  x^=^Ay^-\-B ,  pour  pouvoir 
en  déduire  toutes  les  autres  ,  à  l'aide  de 
l'équation  p^=A  f-\-i  -,  &  qu'il  peut  y 
avoir  fouvent,  au  moins  lorfque  B  n'tPc  pas 
un  nombre  premier ,  des  valeurs  àe  x  Se  y 
qui  ne  fauroient  être  renfermées  dans  les 
expreffions  générales  de  M.  Euler.  (Voy. 
l'art.  45  de  mon  Mémoire  fur  les  problèmes 
indéterminés ,  dans  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  1767). 

Quant  à  la  méthode  de  réfoudre  les 
équations  de  la  forme  ^^=y^^'-(-i  ,  il  nous 
femble  que  celle  du  chap.  VII,  quelque 


I 
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îngénieufe  qu'elle  foit ,  eft  encore  alTez  im- 
parfaite. Car ,  1°.  elle  ne  fait  pas  voir  que 
toute  équation  de  ce  genre  eft  toujours  ré- 
foluble  en  nombres  entiers ,  lorfque  a  eil 
un  nombre  pofitif  non- carré,  i^.  Il  n'eil  pas 
démontré  qu'elle  doive  faire  parvenir  tou- 
jours à  la  rélblution  cherchée.  M.  Wallis 
a,  à  la  vérité.,  prétendu  prouver  la  pre- 
mière de  ces  deux  propoiitions  j  mais  fa 
démonftration  n'eil,  fi  j'ofe  le  dire,  qu'une 
fîmple  pétition  de  principe.  (Voy.  le  chap. 
XCIX  de  fon  Algèbre  ).  Je  crois  donc  être 
le  premier  qui  en  ait  donné  une  tout-à-fait 
rigoureufe  j  elle  fe  trouve  dans  les  Mélan" 
ges  de  Turin  ,  tome  IV  ;  mais  elle  eft  très- 
longue  &  très-indireéte  j  celle  de  l'art.  37 
ci-defTus ,  eft  tirée  des  vrais  principes  de  la 
chofe ,  &  ne  laide ,  ce  me  femble  ,  rien  à 
défirer.  Cette  méthode  nous  met  außl  en 
état  d'apprécier  celle  du  chap.  VII ,  &  de 
reconnoître  les  inconvéniens  où  l'on  pour- 
roit  tomber,  fi  on  la  fuivoit  fans  aucune 
précaution  3   c'efi:  ce  que  nous  allons  dif- 
cuter. 

Rr  ij 
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8  6.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans 
le  §.  II ,  il  s'enfuit  que  les  valeurs  de/?  &  ^ 
qui  fatisfont  à  Téquation  p" — Aq^zzizi  ,  ne 
peuvent  être  que  les  termes  de  quelqu'une 
des  ïràEiions  principales  déduites  de  la  frac- 
tion continue  qui  exprimeroit  la  valeur  de 
y  A  i  de  forte  que  fuppofant  cette  fra6Hon 
continue  repréfentée  ainfî, 

^  +  ,7  +  -L     _^ 

on  aura  néceflairement 
p  —    j_  ' 

+-, 

fj  étant  un  terme  quelconque  de  la  férié 
infinie  y-',  m"  &c.  dont  le  quantième  p  ne 
peut  fe  déterminer  qu'à  poßeriori. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  fradion 
continue  les  nombres/^ 5  a^' ,  /x"  6'c.  doivent 
être  tous  pofitifs ,  quoique  nous  ayons  vu 
dans  Fart.  3  qu'on  peut  en  général ,  dans 
les  frayions  continues  ,  rendre  les  déno- 
minateurs pofuits  ou  négatifs ,  fuivant  que 
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Ton  prend  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
tites ou  plus  grandes  que  les  véritables  ;  mais 
la  méthode  du  problème  î ,  (art.  23  &  fuiv.) 
exige  abfolument  que  les  valeurs  appro- 
chées /^5  AtS  /-t"  ùc.  foient  toutes  prifes  en 
défaut. 

87.  Maintenant  ,  puifque  la  fraftion  J 
efl  égale  à  une  fraftion  continue  dont  les 
termes  font  a*?  /^S  r"  ^^c.  ^%  il  eft  clair, 
par  l'art.  4 ,  que  /^  fera  le  quotient  de  p 
divifé  par  q ,  que  /x'  fera  celui  de  q  divifé 
par  le  relie  ,  ^;'  celui  de  ce  refte  divifé  par 
le  fécond  refte  ,  &  ainfî  de  fuite  ;  de  forte 
que  nommant  r^f^t  &c.  les  reftes  dont  il 
s'agit ,  on  aura ,  par  la  nature  de  la  divifion  , 
p=zfxq^r,  q:=!^'r-\-f,  r=f^''f+t^  &c, 
OÙ  le  dernier  refte  fera  néceftairement  =:^o , 
&  l'avant-dernier  =1  ,  k  caufe  que  p  &  q 
font  des  nombres  premiers  entr'eux.  Ainfî 
y-  fera  la  valeur  entière  approchée  de^  ^  /j;,' 
celle  de^,  yt*"'  celle  de^  &c,  ces  valeurs 
étant  toutes  prifes  moindres  que  les  véri- 
tables, à  l'exception  de  la  dernière  fj^  qui 
fera  exadement  égale  à  la  fraftion  corref- 

Rr  iij 
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pondante,  à  caufe  que  le  refte  fuivant  efl 
fuppofé  nul. 

Or  comme  les  nombres  At  5  /^S  t^''  &c.[Jy 
font  les  mêmes  pour  la  fra6lion  continue 
qui  exprime  la  valeur  de  ^ ,  &  pour  celle 
qui  exprime  la  valeur  de  y  A^  on  peut 
prendre ,  jufqu'au  terme  ^',  ^=yy^,  c'eft- 
à-dire  /?* — Afz=^o.  Ainfi  on  cherchera 
d'abord  la  valeur  approchée  en  défaut  de 
^ ,  c'eft-à-dire  de  y  A ,  &  ce  fera  la  valeur 
de/>t,-  enfuite  on  fubftituera  dans  p^ — Ag"" 
=  o,  à  la  place  de  p  fa  valeur  /^^-{--ry  ce 
qui  donnera  du" — ■A)f~\-iy'<jr-^rz=o^ 
&  on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  ap- 
prochée en  défaut  de^ ,  c'eft-à-dire  de  la 
racine  pofitive  de  l'équation 

(/■''-^)(fy+i'"r+'=o, 

&  l'on  aura  la  valeur  de  fx\ 

On  continuera  à  fubftituer  dans  la  tranf- 
formée  (//- — J)^--[-2/x^r-}-r^=::o,  à  la 
place  de  q ,  m'  ^-\-f»  on  aura  une  équation 
dont  la  racine  fera^;  on  prendra  la  valeur 
approchée  en  défaut  de  cette  racine,  &  l'on 
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aura  la  valeur  de  ix\  On  fubftituera  [Ji''r-^f 
à  la  place  de  /-,  &c. 

Suppofons  maintenant  que  t  foit ^  par  ex'. 
le  dernier  refte  qui  doit  être  nul ,  /  fera 
l'avant-dernier  qui  doit  être  :=ri  ;  donc  ü 
la  transformée  en  f  Se  t  de  la  formule  /?' 
—Aq"-  ell  Pf^-YQ_[t^Re ,  il  faudra  qu'en 
y  faifant  r=o  Si  f=^\  elle  devienne  =1, 
pour  que  l'équation  propofée  f^ — Aq-=zi 
ait  lieu  ;  donc  P  devra  être  =  i .  Ainfi  il 
n'y  aura  qu'à  continuer  les  opérations  & 
les  transformations  ci-defTus ,  jufqu'à  ce  que 
Ton  parvienne  à  une  transformée  où  le 
coefficient  du  premier  terme  foit  égal  à 
l'unité  5  alors  on  fera  dans  cette  formule 
la  première  des  deux  indéterminées ,  com- 
me r,  égale  à  i  ,  &  la  féconde,  comme/, 
égale  à  zéro  j  &  en  remontant  on  aura  les 
valeurs  convenables  de  /?  &  ^. 

On  pourroit  aufli  opérer  fur  Téquation 
même/?'' — ■Afz=i ,  en  ayant  feulement 
foin  de  faire  abilraélion  du  terme  tout  connu 
I ,  &  par  conféquent  auffi  des  autres  termes 
tout  connus  qui  peuvent  réfulter  de  celui-ci, 

Rr  iv 
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dans  la  détermination  des  valeurs  appro- 
chées /^w^'î  H-"  &c.  de^,  ^,  ^  &c.  dans  ce 
cas  on  eflayera  à  chaque  nouvelle  tranf- 
formation ,  fi  l'équation  transformée  peut 
fubiifter  en  y  faifant  l'une  des  deux  indéter- 
minées =  1  &  l'autre  =o;  quand  on  fera 
parvenu  à  une  pareille  transformée  ,  l'opé- 
ration fera  achevée ,  &  il  n'y  aura  plus  qu'à 
revenir  fur  fes  pas  pour  avoir  les  valeurs 
cherchées  de  /?  &  de  q. 

Nous  voilà  donc  conduits  à  la  méthode 
du  chapitre  VIL  A  examiner  cette  mé- 
thode en  elle-même  &  indépendamment 
des  principes  d'où  nous  venons  de  la  dé- 
duire ,  il  doit  paroître  affez  indifférent  de 
prendre  les  valeurs  approchées  àen-,  f^\  a«-"' 
&c.  plus  petites  ou  plus  grandes  que  les  vé- 
ritables, d'autant  que  j  de  quelque  manière 
qu'on  prenne  ces  valeurs,  celles  de  /*,/, 
t  &c.  doivent  aller  également  en  diminuant 
jufqu'à  zéro,  (art.  6). 
.  ,Aufli  M.  Tf^alUs  remarque -t- il  expref- 
féraent  qu'on  peut  employer  à  volonté  les  li- 
mites en  plus  ou  en  moins  pour  les  nombres. 
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JM  j  /x' ,  fji"  ^c.  &  il  propofe  même  ce  moyen 
comme  propre  à  abréger  fouvent  le  calcul  -, 
c'eil  auffi  ce  que  M.  Eukr  fait  obferver 
dans  l'art.  102  &  fuiv.  du  chap.  cité  ;  ce- 
pendant je  vais  faire  voir  par  un  exemple, 
qu'en  s'y  prenant  de  cette  manière  on  peut 
rifquer  de  ne  jamais  parvenir  à  la  folution 
de  l'équation  propofée. 

Prenons  l'exem.ple  de  l'art.  1 01  du  même 
chap.  où  il  s'agit  de  refondre  une  équation 
de  cette  forme,  /7^r:=6^*-|-i  ,  ou  bien  p^ 

—  6f  =  i.  On  aura  donc /7^=:=V(6^--]-ï)  ? 
&  négligeant  le  terme  conftant  i,p=<jy6; 

donc -=  y  6^  2,  <  3  ;  prenons  la  limite 
en  moins  &  faifons  f^=i,  &  enfuite  p 
:=:iq-^r;  fubftituant  donc  cette  valeur, 
on   aura  — 2^^-[- 4^r-}-r':=i  ;  donc  q 

:= L_z L^  OU  bien,  en  rejet- 

tant  le  terme  confiant  — 2,  q:=i=X~  ^ 
OU  ^  =  — —  >  2  <  3  ;  prenons  de  nou- 
veau la  limite  en  moins  ^  &  faifons  q=^ir 
-j-/,  la  dernière  équation  deviendra  r 
•r-4^/— i/'^=i  j  où   l'on  voit  d'abord 


6}4        Additions. 

qu'on  peut  ruppofer/=o  &  /*=!  ;  aînfî 
on  aura  y  =2  ,  ^  =  5, 

Maintenant  reprenons  la  première  tranf- 
formée  — zf-^^qr-^r^^zx  ,  où  nous 
avons  vu  que^  >2  &  <3 ,  &  au  lieu  de 
prendre  la  limite  en  moins  ^  prenons-la  en 
•plus  ^  c'eft-à-dire ,  fuppofons  ^=3/'-|-/, 
ou  bien ,  puifque/doit  être  alors  une  quan- 
tité négative,  ^=3  r — /,  on  aura  la  tranf- 
formée  fuivante  ,  — 5^^~|~8'^/ — V^^^^'> 

laquelle  donnera  rz^z^^^   ' —y 

donc  négligeant  le  terme  confiant  5  ,  r 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus  ^ 
&  faifons  r.^if—t,  on  aura  — 6p-\-iift 

—  5r=i  ;  doncy=: ' 7 ; 

donc,  rejetant  le  terme  — 6,/=-'^^    y 

Qu'on  continue  à  prendre  les  limites  en 
plus  &  qu'on  faffe/^i/  —  u^  il  viendra 

^  5  /'+ 1  itu-6u'=i  1 3  donc  t  = ^ j 
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donc  ^=— j—  >  I  <  2.  Faifons  donc  de 
même  tz=:iu — x ^  on  aura  — lu'-^-^ux 
^-'  ^  x*=i',  donc  &c. 

Continuant  de  cette  manière  à  prendre 
toujours  les  limites  en  plus ,  on  ne  trouvera 
jamais  de  transformée  où  le  coefficient  du 
premier  terme  foit  égal  à  l'unité ,  comme 
il  le  faut,  pour  qu'on  puifTe  trouver  une 
folution  de  la  propofée. 

La  même  chofe  arrivera  néceflairement 
toutes  les  fois  qu'on  prendra  la  première 
limite  en  moins  ,  &  les  fuivantes  toutes  en 
plus  ;  je  pourrois  en  donner  la  raifon  à 
priori  ;  mais  comme  le  Lefteur  peut  la 
trouver  aifément  par  les  principes  de  notre 
théorie,  je  ne  m'y  arrêterai  pas.  Quant  à 
préfent  il  me  fuffit  d'avoir  montré  la  né- 
ccffité  de  traiter  ces  fortes  de  problèmes 
d'une  manière  plus  rigoureufe  &  plus  pro- 
fonde qu'on  ne  l'avoit  encore  fait. 
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PARAGRAPHE  IX. 

De  la  manière  de  trouver  des  Fonclions  algé- 
briques  de  tous  les  degrés ,  qui  étant  mul- 
tipliées enfemble  produifent  toujours  des 
fonclions  femblables. 

Addition  pour  les  Chapitres  XI  &  XII, 


J 


88.  J  E  crois  avoir  eu  en  même  temps  que 
M.  Euler  l'idée  de  faire  fervir  les  fafteurs 
irrationnels  &  même  imaginaires  des  for- 
mules du  fécond  degré  ,  à  trouver  les  con- 
ditions qui  rendent  ces  formules  égales  à 
des  carrés  ou  à  des  puiflances  quelconques; 
j'ai  lu  fur  ce  fujet  à  l'Académie  en  1768  , 
un  Mémoire  qui  n'a  pas  été  imprimé ,  mais 
dont  j'ai  donné  un  précis  à  la  fin  de  mes 
recherches  fur  les  Problèmes  indéterminés , 
qui  fe  trouvent  dans  le  volume  pour  l'année 
1 767  ,  lequel  a  paru  en  1 769 ,  avant  même 
la  traduction  Allemande  de  l'Algèbre  de 
M.  Euler, 

J'ai  fait  voir  dans  l'endroit  que  je  viens 
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de  citer  ,  comment  on  peut  étendre  la 
même  méthode  à  des  formules  de  degrés 
plus  élevés  que  le  fécond  j  &  j'ai  par  ce 
moyen  donné  la  folution  de  quelques  équa- 
tions dont  il  auroit  peut-être  été  fort  dif- 
ficile de  venir  à  bout  par  d'autres  voies.  Je 
vais  maintenant  généralifer  encore  davan- 
tage cette  méthode ,  qui  me  paroît  mériter 
particulièrement  l'attention  des  Géomètres 
par  fa  nouveauté  &  par  fa  fîngularité. 

89.  Soient  a  &  ^  les  deux  racines  de 
l'équation  du  fécond  degré 

&  confidérons  le  produit  de  ces  deux  fac- 
teurs 

qui  fera  néceflairement  réelj  ce  produit 
fera  x"-\-(^A-\'9>)xy-\-a.^y^ ^  or  on  a  ä-]-/3 
c=fl,  ^  a.ß-=zb^  par  la  nature  de  l'équa- 
tion/-— a/-|-^:==:o;  donc  on  aura  cette 
formule  du  fécond  degré 

laquelle  efl  compofée  des  deux  fa6leurs 
X'\-(*-y  &  x-\-ßy^ 
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Maintenant  il  eft  vifible  que  fi  l'on  a  une 

formule  femblable 

I  I 

&  qu  on  veuille  les  multiplier  Tune  par  l'au- 
tre, il  fuffira  de  multiplier  enfemble  les 
deux  fafteurs  x-\-oty,  a:'  +  «y' ,  &  les  deux 
x-\-ßy ,  AT'  +ßy'  y  enfuite  les  deux  produits 
l'un  par  l'autre.  Or  le  produit  de  x-^^y 
par  x'  +  aj'"  eft  xx' -\-aÇxy'-\-yx')-^ctyy'^ 
mais  puifque  «  eft  une  des  racines  de  l'équa- 
tion/^ —  af-^6=:o  ,  on  aura  <*■''  —  iza-j-^ 
=  05  donc  Ä-  =  a«t  — 1> s  donc  fubftituant 
cette  valeur  de  «^  dans  la  formule  précé- 
dente, elle  deviendra  xx* — ^jy'-\-'^('^y' 
>^yx''-\-ayy')  ;  de  forte  qu'en  faifant, 
pour  plus  de  (implicite , 

X=:^xx'  — l>yy'  y 
r=:xf-^yx'  +  ayy, 

le  produit  des  deux  fafteurs  x-\-'fy,  Ar'-f-*jy'  9 
fera  X-j-«/,  &  par  conféquent  de  la  même 
forme  que  chacun  d'eux.  On  trouvera  de 
même  que  le  produit  des  deux  autres  fac- 
teurs, x-\-ßy  ôc  x'-^ßff  fera  X-f-zar,- 
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de  forte  que  le  produit  total  fera  (X-^^Y) 
(X+/3r),  favoir 

C'eft  le  produit  des  deux  formules  fem- 

blables , 

I  I 

Si  on  vouloit  avoir  le  produit  de  ces  trois 

formules  femblables 

x-J^axy-^by^ 
I  II  t 

x'-^-axy  +by% 

It  II  M  II 

x'+dxy'+by^ 
il  n*y  auroit  qu'à  trouver  celui  de  la  for- 
mule X^-\-aXY-\'bY^  par  la  dernière  x^ 

II  II        II 
"^-o-xy-^-by^y  &  il  efl  vifible,  parles  for- 
mules ci-deffus ,  qu'en  faifant 

X'=:Xx-—bYf', 

Y'=:Xy-  +  Yx-  +  aYf\ 
le  produit  cherché  feroit 

X^-\-aXY^bY\ 
On  pourra  trouver  de  même  le  produit 
de  quatre  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
formules  femblables  à  celle-ci, 
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&  ces  produits  feront  toujours  aufîi  de  la 

même  forme. 

t  I 

90.  Si  on  fait  x-==zx  &  yz:=y  ^  on  aura 
X:=:^x---hy\  Y=2xy-\-ay\ 
&  par  conféquent 
(x^^axy^ùry=:X^-^aXr+hr\ 

Donc,  û  l'on  veut  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X  &  V,  telles  que  la  for- 
mule X^-\-aXY-\-bY^  devienne  un  carré, 
il  n'y  aura  qu'à  donner  à  -X^  &  à  J^  les  va- 
leurs précédentes ,  &  l'on  aura  pour  la  ra- 
cine du  carré  la  formule  x'' -\- axy -^^  by''  ^ 
X  ^  y  étant  deux  indéterminées. 

Si  on  fait  de  plus  x"=x'rz:zx  &  y"z=ry' 
=y,  on  aura  X'i=Xr — bVy ,  Y'z::zzXy 
■^Yx-\-aYy  y  c'eft-à-dire  en  fubftituant 
les  valeurs  précédentes  de  X  &  1^, 
X'  =  x^  —  3  bxy"-  -^-aby^ , 

r^^xy+y.xy+ia^—b)yj 

donc 
(x'-\^axy^r^byy=X^  +  aXY-\-bY\ 
Ainfi ,  il  Ton  propofoit  de  trouver  des 

valeurs 
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valeurs  rationnelles  de  X'  &  F' ,  telles  que 

I  II  t 

la  formule  X'-^-aXY-^-bY^-  devînt  un 

I         I 
cube ,  il  n'y  auroit  qu'à  donner  à  X  &  F 

les  valeurs  précédentes,  moyennant  quoi 
on  auroit  un  cube  dont  la  racine  ieroit  x* 
*-\~  cLxy -\- hy^  ^  x  d>L  y  étant  deux  indéter- 
minées. 

On  pourroit  réfoudre  d'une  manière  fem- 
blable  les  c|ue{}ions  où  il  s'agiroit  de  pro- 
duire des  puiliances  quatrièmes ,  cinquiè- 
mes &c.  mais  on  peut  außi  trouver  îmmé* 
diatement  des  formules  générales  pour  une 
puifTance  quelconque  m^  fans  pafier  par 
les  puiiTances  inférieures. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X  &  F,  telles  que  la  for- 
mule X^-YaXY-\-hY-  devienne  une  puif- 
fance  m^  c'eft-à-dire  qu'il  s'agifTe  de  ré- 
foudre l'équation 

Comme  la  quantité  X^-j-^XF-j-^F^  eft 
formée  du  produit  des  deux  fafteurs  X-\-  *Y 
&  X-j-^F,  il  faudra,  pour  que  cette  quan- 
Tome  I U  S  s 
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tiré  devienne  une  puifTance  du  degré  m, 
que  chacun  de  Tes  deux  fa61eurs  devienne 
aufii  une  femblable  puiffance. 
Faifons  donc  d'abord 

&  développant  cette  puifTance  p.ar  le  théo- 
rerne  de  Newton^  on  aura        .  ''  »  ^  ;^ 

•Otj.  puifque  «  eft  une  des  racines  de 
l'équation/^ — af-\-h-zzz.o ^  on  aura  aufîi 

«" adi-\-hzzz.O'^  donc  (ir-=zzao-  —  h  ^  a}z=:za^^ 

—  hctz:z=:(^d'' — b)^  —  ab  ^    a.^z=:z{a' — b)  a"- 

—  aba=^(a^ — zab)^  —  ä'b^b'^^  &  ainfî 
de  fuite.  Ainfi  il  n'y  aura  qu'à  fubilituer  ces 
valeurs  dans  la  formule  précédente ,  &  elle 
fe  trouvera  par-là  compofée  de  deux  par- 
ties, l'une  toute  rationnelle  qu'on  compa- 
rera à  X ,  &  l'autre  toute  multipliée  par- 
la racine  «*,  qu'on  comparera  à  «JT. 

Si  on  fait  pour  plus  de  {implicite 

^'=1  B=Q 

A''=^a  B''=b 
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A''''=^aA''~bA'     B'^z^aB^'  —  hB'' 
A'  =aA''~bA''^  B'  z=zaB''  —  bB''\ 

&c,  &c,  &c, 
on  aura 

«  z=:A<^—B' 

ct^ZIZzA^'cJ^—B'' 

u^i^A"^ — B'" 
^4__^.v^__^,v^  (S'a    ' 

Donc  fubftituant  ces  valeurs,  &  com- 
parant, on  aura 

X=zx'" -mx^-\yB'  —  ~^x"'-y^-B'' 

^"^Zlltl^^^m-Sy^B-'  —&C. 

Y=zmx'^-'yA-\-"^^x'^-yA' 

Or ,  comme  la  racine  «-  n'entre  point 
dans  les  expreflions  de  X&  Y ^  il  ell  clair 
qu'ayant  X-}-*l^^:i:(  x-[- Ci j')"' ,  on  aura 
aufli  X~\-ßYz:=^(^x-\-ßyY  i  donc  mulri- 
pliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre , 
on^aura 

X'J^aXY+bY-  =  ix'  +  axyJ^bf-Y, 
ôw  par  conféquent 

Ss  ij 
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Ainß  le  problème  eft  réfolu. 

Si  a  étoit  =0,  les  formules  précédentes 
deviendroient  beaucoup  pluis  fimples  j  car 
on  auroit  A'=^i,  A"z=zOy  A"=z—b,  A" 
=  0,  A'=Lk-,  A'"  =  o,  A'"=--b^  &c. 
&  de  même  B'=zo,  B''=zb,  ^■'■  =  0, 
B-=  —  b\  B'z=zo,  B''z=zb>  &c. 
dorx 

Y ^.m '"('"-')  y CT-g^.^^    I    >"(w-i)(w-2)(w-^) 

2  »7       i*         i.3.4 

r=zmx'"-y-\~^^^-^^^^^  x'^-ir  b 

j     ;;2(m-i)(m-i}(w-3)(m-4)  ^;„_y      ,  ^^ ^^ 

i  2.3  .45  ■  -^ 

&  ces  valeurs  latisferont  à  l'équation 
X^-{-br-  =  ix^--\-bf)'-. 

91.  PafTons  maintenant  aux  formules  de 
trois  dimenfions  -,  pour  cela  nous  défigne- 
rons  par  *,  /3,  7.  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion du  troifieme  degré , 

Se  nous  confidérerons  enfuite  le  produit 
de  ces  trois  fa^leurs, 

(;c-l-*y+«^0  {--\-ßj-^ß\)  ('^+7^+/0  y 


Additions,         645 

jeqiiel  fera  néceiTairement  rationnel,  com- 
me on  va  le  voir.  La  multiplication  faite  ^ 
on  aura  le  produit  fuivant, 

^^Y+ßV)H'+^ßyy+(^^-ßy+ß^^7+7'^ß)yi 
^{^ßy+uyY6+ßY^)yf+^'ßV-i'i 
or  par  la  nature  de  l'équation  on  a 

de  plus  on  trouvera 

c^+ß'-{-y'=.{cL-irß^yy-Z  {aß-\-xy+ßy)  z=a^-lb, 
a.-ß^cey^ß'-^.+ß'-y^ycf^y^ß=(ct+ß+'^^r){uß+cLy 
-\-ß'})—'^ctßy=.ab—lC  5  ct-ß--\-x-y'-{-ß-y^=^(ctß-{-ay 
-{■ßy)*—!  (a  +  /S  -f  y)ctßy—h-—iac  ,  aßy+ß^ay 
'\-y-a.ßz=.(A-\-ß-\-y^a.ßyz=iac  ,  ct'ß-y-{-a.''y''ß-\-ß-y''ct. 
z::  (^etß  -{•  uy  -\-  ßy^  a.ß\  ■=.  bc  ; 

donc  faifant  ces  fubüitutions ,  le  produit 
dont  il  s'agit  fera 

Et  cette  formule  aura  la  propriété ,  que 
fi  on  multiplie  enfemble  autant  de  fem- 
blables  formules  que  l'on  veut ,  le  produit 
fera  toujours  auflî  une  formule  fembiable. 

S  s  iij 
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En  eiFet  fuppofons  qu'on  demande  le  pro- 
duit de  cette  formule-là  par  cette  autre-ci, 

II  II 

x'^'-Yax-y'  +  {ar — ^Iy)  x';^'  -|-  hx^y'  +  {ah — 3c) 
III  I 

-^-c'x  j  il  eft  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  cher- 
cher celui  de  ces  fix  fafteurs,  ^-)-1X~l~''^\  > 

x'~l-ßy-^-ß-^'  ?  •^'~r~''jy'"l*'^*{'  '  qu'on 
irailtiplie  d'abord  •^-j~'*j4"'*'{  P^^  ^'~\~'^y' 
-j-ûi':^',  on  aura  ce  produit  partiel  xx'-^ct 

^h'^^ll'^  ^^  '^  étant  une  des  racines  de 
l'équation  p — af'-\-bf—c=:^o ,  on  aura  *' 
■ — aa--j-/^'* — c=:^o  ,  par  conféquent  «^zziczä* 

— h°t-\^C  ;  donc  ct*:=.act^ — ^a--j-ca=:(a- — b) 

«-  —  (ai^  —  c)ct-^ac;  de  forte  qu'en  fubf^ 
tituant  ces  valeurs ,  &  faifant  pour  abréger 

Z=^{'H-^Ar'+j:>''+^(jKfH-rr)+(^-/^){{', 
le  produit  dont  il  s'agit  deviendra  de  cette 
forme 
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c'eft-à-dire  de  la  même  forme  que  chacun 
des  produifans.  Or  comme  la  racine  «  n'en- 
tre point  dans  les  valeurs  de  X,  JT,  Z,  il 
eft  clair  que  ces  quantités  feront  les  mêmes 
en  changeant  «^  en  ß  ou  en  y  ;  donc  puif- 
que  l'on  a  déjà 

on  aura  aufîî ,  en  changeant  <*  en  /3 , 

&  en  changeant  «  en  7 , 

donc  multipliant  ces  trois  équations  enfem- 
bie  ,  on  aura- d'un  côté  le  produit  des  deux 
formules  propofées ,  &  de  l'autre  la  for- 
mule  ' 

—y)XrZ-t  (J>^-—iac)Xr-^cY'  +  acY' 

z-\^bcYz^Sç^c-r^, 

qui  fera  donc  égale  au  produit  demandé, 
&  qui  eft  ,  comme  l'on  voit ,  de  la  même 
forme  que  chacune  des  deux  formules  dont 
elle  eft  compofée. 

Si  on  avoit  une  troifîeme  formule  telle 
que  celle-ci, 

Ss  iv 
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—■'i,c)x'y'':^'''^{b^-iac)x'':['-\-cf-\-acf 

&  qu'on  voulût  avoir  le  produit  de  cette 
formule  &  des  deux  précédentes  ,  il  ell: 
clair  qu'il  n'y  auroit  qu'à  faire 
X'=Xx-—c(Yi-'\-Zy-)-{-acZi- , 
Y'=^Xf'-^Yx''-b(Y'i--^Zy-)-{ab--c)Zi'' 

Z^=Xi^+Zx-+Yy-+a{Yi-  +  ^y^) 

&  l'on  auroit  pour  le  produit  cherché 
X  3-f  air^F'-f  {a^-lb)X-Z'-\-bX'Y-{-{ab 
-^c)X'Y'Z'+(b^-iac)X'Z'-\-cb+acY 

Z'  +  bcYZ^-\-c-ZK 

92.  Faifons  maintenant  x'=zxy  y^y^ 
l'=^:( ,  nous  aurons 
X=:x^ — 2cy:i-j^ac:f , 
Y=zxy—ibyi—{ab---c)i\ 
Zc=ix^^y'-]-iayi~\-(a^-—b)i^ , 
&  ces  valeurs  fatisferont  à  l'équation 
X'^+aX^Y+bXY^--+cY^  +  {a^—ib)X^Z 

+  {ab—y)XYZ-\-cicYZ^{b^—iac)X 

z\bcYZ^-\-er>z^V\ 
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en  prenant 

V=:^x'-\-ax^y-\-bxy'^-\-cy^'-\-  (^ar -^  iB)  x^  :^ 
-]-(j^  —  ^c)xy:^-\-acy~^  -f"  C^* —  2(3c) 

donc  ü  l'on  avoit ,  par  exemple  ,  à  réfou- 
dre une  équation  de  cette  forme , 

a  ^  b ,  c  étant  des  quantités  quelconques 
données,  il  n'y  auroit  qu'à  rendre  Z=o, 
en  faifant 

d'où  l'on  tire 

&  fubilituant  cette  valeur  de  x  dans  les 
expreiïions  précédentes  de  X,  F  &  /^, 
on  aura  des  valeurs  très-générales  de  ces 
quantités ,  qui  fatisferont  à  l'équation  pro- 
pofée. 

Cette  folution  mérite  d'être  bien  remar- 
quée à  caufe  de  fa  généralité  &  de  la  ma- 
nière dont  nous  y  fommes  parvenus ,  qui  eu 
peut-être  l'unique  qui  puiife  y  conduire 
facilement. 
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On  auroit  de  même  la  réfolutîon  de 
l'équation 

en  faifant  dans  les  formules  ci-defTus 


X' 


IX' 


-.X . 


f'—f—y 


7 
>    1 


={'={: 


&  prenant 

V^^x^-^ax''y-^{a- — -lB)  x^^  -j-  èxy-  -j-*  (  a^ 

—3  0  xyi+i^^' — 2^0  ^f + 9^' + ^^yi 

Et  on  pourroit  réfoudre  aufîî  fuccefïlve- 
ment  les  cas  où ,  au  lieu  de  la  troifieme 
puifTance  /^' ,  on  auroit  /^^ ,  V'  &c.  mais 
nous  allons  traiter  ces  queftions  d'une  ma- 
nière tout- à -fait  générale,  comme  nous 
l'avons  fait  dans  l'art.  90  ci-defTus. 

93.  Soit  donc  propofé  de  réfoudre  une 
équation  de  cette  forme , 
X^^-\-aX'r+  {a^—lb)  X^-Z^bXY'-+{ab 

-y)XrZ-^(b^-iac)  XZ^-\-cY^-\-acr-Z 

j^btYz^-\-c-z^>:^r'^, 

Puifque  la  quantité  qui  forme  le  premier 
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membre  de  cette  équation  n'eft  autre  chofe 
que  le  produit  de  ces  trois  facteurs , 

<x+*F+^^Z)(X+-ör-hrZ)(X-h>^rH-7^-Z) , 

il  eft  clair  que  pour  rendre  cette  quantité 
égale  à  une  puilTance  du  degré  772 ,  il  ne 
faudra  que  rendre  chacun  de  Tes  fa^leurs 
en  particulier  égal  à  une  pareille  puiiTance. 
Soit  donc 

X-|- Ä  F-|- a^- Z  =  (  ;^ -j- ÄJ/ -|- *' {)"*  ? 

on  commencera  par  développer  la  puif- 
fance  m  de  x-\-<^y-^^^^  par  le  théorème 
de  Newton^  ce  qui  donnera 

ou  bien,  en  formant  les  différentes  puif- 
fances  dej/-|-'=*{,  &  ordonnant  enfuite , 
par  rapport  aux  dimenfions  de  «, 

-|"  &c. 

Mais  comme  dans  cette  formule  on  ne 
voit  pas  aifément  la  loi  des  termes  ,»noüS 
iiippo  ferons  en  général 


7 

myP 
9 
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&  l'on  trouvera 
P   —x" 
P'  z^\ 

2  a:  ' 

j9n:^  (/;2  — 2)jP-4-(2;7z— i)^P' 

c'eft  ce  qui  le  démontre  facilement  par  le 
calcul  différentiel. 

Maintenant  on  aura ,  à  caufe  que  ^  efl 
une  des  racines  de  l'équation  p — ^p-\~^f 
—  c=:o^  on  aura,  dis-je  ,  a?  —  ûa'--|-^a 
— c:=Oj  d'où 

Ä^ ::=a «"  — •  3 a -j- C  ;   donC 

a*:=:za^.''' — (^a--i-ca=:(a- — h)^'' — (jjb — c)*+ac  , 

a^=(a- — by-"' —  {ab — c  )a--i-flca=(a' — lab 

J^cy-i-''~{a'b—b'-—acy-\-{a^—b)c  , 
&  ainfî  de  {laite. 

De  forte  que  fi  on  fait  pour  plus  de  fim- 
plicité 
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A'  =0 

A'^'^a 

A'"  =  a  A''  -^hA'-^-cA' 

A'  zz^aA-'  —  bA^'-^'cA' 

A''  =aA'  -^bA''-\-cA''  y  &c. 

B'^  —  o 
B'''z=b 

B'''z=aB'''—bB''-\-cB' 
B'  —aB^'—bB^'^^-cB'' 
B^'z=:zaB'  —bB-\-cB''\  &c. 

C   =0 

c  =iaO'  —  bC''-\-cC' 
on  aura 

a.  =A'<t^   —B'cL-^O 


et 


=  A''  *' 5'"a  -[--  C"  ' 


6^4        AnniTiONS» 

Subflituant  donc  ces  valeurs  dans  l'ex- 
preffion  de  {x-\-^y-\-A^iy  ^  elle  fe  trou- 
vera compolée  de  trois  parties ,  l'une  toute 
rationnelle,  l'autre  toute  multipliée  par  «, 
&  la  troiiieme  toute  multipliée  par  ^'y  ainll 
il  n'y  aura  qu'à  comparer  la  première  à  X, 
la  féconde  à  «JT,  &  la  troifieme  à  *-Z, 
&  l'on  aura  par  ce  moyen 

Yz=-PB'—P''B''-^P'''B'''—P'^B-&c. 
Z^P'AA^P''A''-\-P'''A^'^P''A''&c, 
Ces  valeurs  fatisferont  donc  à  l'équation 

X-[-*F-[-a^-Z  =  (A:-|-^jK+*'{)'"y 
&  comme  la  racine  ^  n'entre  pcmt  en  par- 
ticulier dans  les  expreiîions  de  X,  Y  &c 
Z  j  il  eft  clair  qu'on  pourra  changer  «  en  /2^ 
ou  en  y  }  de  forte  qu'on  aura  également 

& 

X^%Y+VZ  =z  {x+yy~\-y^iY. 

Or  multipliant*  enfemble  ces  trois  équa- 
tions ,  il  ell  vilible  que  le  premier  membre 
fera  le  même  que  celui  de  l'équation  pro- 
pofée  j  &  que  le  fecoad  fera  égal. à  une 
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pmfîance  m ,  dont  la  racine  étant  nommée 
V^  on  aura 

V:==z x^  -^  a x" y  -\-(^a-  —  2  h^  x"  :^-\-bxy- 
-\-{^ah — 3c)xy:^-|"(^"  —  2ac)  jf{^-}-cy' 

'■  Ainfi  on  aura  les  valeurs  demandées  de 
X,  F,  Z  &  F",  lefquelles  renfermeront 
trois  indéterminées  x  ^  y  ^  i^. 

"94.  Si  on  vouloir  trouver- des  formules 
dé  quatre  dimerîllons  qui  euffent  les  mêmes 
propriétés  que  celles  que  nous  "venons 
^'examiner,  il'faudroit  confidérer  le  pro- 
duit de  quatre  fa6leurs  de  cettç  forme, 

X  -\-^y  -\-  '^^\  -^-^^  t 

X -\- 9>  y -\- 9>- :;^-\- P  t 

X  ~j-  y  y  -[-^.^  ^J^yt 

^^^y  ~\'  '^'t  ~f"  ^'  ^  > 

en  fuppofant  que  «,  /3,  7»  ^  fufTent  les  ra- 
cines d'une  équation  du  quatrième  degré , 
telle  que  celle-ci,  ^>.j    ....... 

on  aura  ain(î 
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ttßy  +  aßS"  +  a>«r  +  ß'y^  =  c  , 

ttßyS'    ■=.    d   y 

moyennant  quoi  on  pourra  déterminer  tous 
les  coefHciens  des  difTérens  termes  du  pro- 
duit dont  il  s'agit ,  fans  connoître  les  racines 
a  5  /3 ,  ■>  >  «^  en  particulier.  Mais  comme  il 
faudra  faire  pour  cela  différentes  réduc- 
tions qui  peuvent  ne  pas  fe  préfenter  fa- 
cilement ,  on  pourra  s'y  prendre ,  fi  on  le 
juge  plus  commode  ,  de  la  manière  que 
voici. 

Qu'on  fuppofe  en  général 

&  comme  /  eft  déterminé  par  l'équation 

qu'on  chalTe  /  de  ces  deux  équations  par 
les  règles  connues  ,  &  l'équation  réfultante 
de  l'évanouiffement  de  /  étant  ordonnée 
par  rapport  à  l'inconnue  p  ,  montera  au 
quatrième  degré  ;  de  forte  qu'elle  pourra 
fe  mettre  fous  cette  forme , 

t  —  Nr^P^'  —  (l^-\-R=o, 

Or 
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Or  cette  équation  en  p  ne  monte  au  qua- 
trième degré  que  parce  que  /  peut  avoir 
les  quatre  valeurs  *5  ^s  >?  ^^  &  qu'ainfi  p 
peut  avoir  auiîi  ces  quatre  valeurs  cor- 
refpondantes , 

X  -^  ßy  '\-  ß"  l-\-  ßH 

X  J^  y  y  J^y^:^  -j-  y^  t 

lefquelles  ne  font  autre  chofe  que  les  fac- 
teurs dont  il  s'agit  d'avoir  le  produit.  Donc, 
puifque  le  dernier  terme  R  doit  être  le 
produit  de  toutes  les  quatre  racines,  ou 
valeurs  de  p ,  il  s'enfuit  que  cette  quantité  K 
fera  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilà  affez  fur  ce  fujet ,  que  nous 
pourrons  peut-être  reprendre  dans  une 
autre  occafion. 

Je  terminerai  ici  ces  Additions ,  que  \q,% 
bornes  que  je  me  fuis  prefcrites  ne  me  per- 
mettent pas  d'étendre  plus  loin  ;  peut-être 
même  les  trouvera-t-on  déjà  trop  longues  ; 
mais  les  objets  que  j'y  ai  traités  étant  d'un 
Tome  IL  Tt 
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genre  afîez  nouveau  &  peu  connu ,  j'ai  cru 
devoir  entrer  dans  plufieurs  détails  nécef- 
faires  pour  fe  mettre  bien  au  fait  des  mé- 
thodes que  j'ai  expofées ,  &  de  leurs  dif- 
férens  ufages. 
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APPROBATION, 

J'ai  lu  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier  la 
Traduélion  Françoîfe  des  Elémens  cT Algèbre  de  M, 
Euler ;  les  moindres  ouvrages  des  grands  hommes 
font  toujours  précieux ,  les  Additions  que  M.  de 
la  Grange  a  faites  à  celui-ci  le  rendent  plus  précieux 
encore.  A  Paris,  le  17  Août  1771. 

MARIE. 


PRIVILEGE     DU    ROI, 

X-jOUIS,    par  la  GRACE  DE  DiEU  ,   Roi  DE  FraNCE 

ET  DE  Navarre  :  A  nos  arr.és  &  féaux  Confelllers  ,  les 
Cens  tenant  nos  Cours  de  Parlement ,  Maîtres  des  Re- 
quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand- Confeil,  Prévôt 
de  Paris  ,  Baillis ,  Sénéchaux ,  leurs  Lieutenans  Civils  & 
autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra:  Salut.  Notre 
amé  le  Sieur  J.  M.  Bruyset  ,  Libraire  à  Lyon ,  Nous  a 
fait  expofer  qu'il  défireroit  faire  imprimer  &  donner  au 
Public  des  Elémens  d'Algèbre  par  M.  Euler  ,  traduits  dz 
V Allemand  6*  enrichis  de  notes  par  M,  Bernoulli ,  avec  un 
traité  dAnalyfe  indéterminée  par  M.  de  la  Grange;  s'il 
Nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  pour 
ce  néceffaires.  A  ces  causes  ,  voulant  favorablement  trai- 
ter l'Expofant,  Nous  lui  avons  permis  &  permettons  par 
ces  Préfentes  ,  de  faire  imprimer  ledit  Ouvrage  autant  xîe 
fois  que  bon  lui  femblera,  &  de  le  vendre,  faire  vendre  oC 


débiter  par  tout  notre  Royaume  pendant  le  temps  de  fi^ 
années  confécutives ,  à  compter  du  jour  de  la  date  des 
Préfentes.  Faisons  défenfes  à  tous  Imprimeurs,  Librai- 
res ,  &  autres  pérfonnes  de  quelque  qualité  &  condition 
qu'elles  foient,  d'en  introduire  d'impreflion  étrangère  dans 
aucun  lieu  de  notre  obéiflance  ,  comme  aulïï  d'imprimer 
ou  faire  imprimer ,  vendre  ,  faire  vendre  ,  débiter  m  con- 
trefaire ledit  Ouvrage  ,  ni  d'en  faire  aucuns  extraits  ,  fous 
quelque  prétexte  que  ce  puifTe  être  ,  fans  la  permiflCiort 
exprefle  &  par  écrit  dudit  Expofant  ou  de  ceux  qui  au-' 
ront  droit  de  lui ,  à  peine  de  confifcatron  des  Exemplaires 
contrefaits  ,  de  trois  mille  livres  d'amende  contrq  chacun 
des  Contrevenans  ,  dont  un  tiers  à  Nous  ,  un  tiers  à 
l'Hôtel-Dieu  de  Paris,  &  l'autre  tiers  audit  Expofant ,  ou 
à  celui  qui  aura  droit  de  lui ,  &  de  tous  dépens  ,  domma- 
ges &L  intérêts  ;  a  la  charge  que  ces  Préfentes  feront 
enregiftrées  tout  au  long  fur  le  Regiftre  de  la  Communauté 
des  Imprimeurs  &  Libraires  de  Paris  ,  dans  trois  tfibis' 
de  la  date  d'icelles  ;  que  l'impreflîon  dudit  Ouvrage  fera 
faite  dans  notre  Royaume  &  non  ailleurs,  eh  beau  papier 
&  beaux  carafteres  ,  conformément  aux  Réglemens  de  la 
Librairie,  &  notamment  à  celui  du  lo  Avril  1725,  à  peine 
de  déchéance  du  préfent  Privilège  ;  qu'avant  dé  l'expofer 
en  vente,  le  Manufcrit  qui  aura  fervi"de  copie  à  l'im- 
preflion  dudit  Ouvrage ,  fera  remis  dans  le  même  état  oîf 
l'Approbation  y  aura  été  donnée ,  es  mains  de  notre  très- 
cher  &  féal  Chevalier  Chancelier  Girde  des  Sceaux  de 
France  ,  le  Sieur  de  Maupeou  ;  qu'il  en  fera  enfuite 
remis  deux  exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  publique, 
un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre ,  &  un  dans 
celle  dudit  Sieur  diî  Maupeou  ;  le  tout  à  peine  de  nullité 
dès  Préfentes  :  du  contenu  defquelles  vous  mandons 
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&  enjoignons  de  faire  jouir  ledit  Expofant  &  fes  ayans 
caufes  ,  pleinement  &  paifiblement ,  fans  fouffrir  qu'il 
leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons 
que  la  copie  des  Préfentes  ,  qui  fera  imprimée  tout  au 
long ,  au  commencement  ou  à  la  fin  dudit  Ouvrage ,  foit 
tenue  pour  dûment  fignifiée ,  &  qu'aux  copies  collation- 
nées  par  l'un  de  nos  amés  &  féaux  Confeillers- Secrétai- 
res ,  foi  foit  ajoutée  comme  à  l'original.  Commandons 
au  premier  notre  HuiiTier  ou  Sergent  fur  ce  requis ,  de 
faire  pour  l'exécution  d'icelles  tous  Aftes  requis  &  nécef- 
faires ,  fans  demander  autre  permiflion  ,  &  nonobftant 
clameur  de  Haro  ,  Charte  Normande  ,  &  Lettres  à  ce 
contraires  :  Car  tel  eft  notre  plaifir.  Donne  à  Paris ,  le 
douzième  jour  du  mois  de  Septembre ,  l'an  de  grâce  mil 
fept  cent  foixante  &  onze ,  &  de  notre  Regne  le  cinquan- 
te -  feptieme. 

Par  le  Roi  en  son  Conseil. 

Signé  LEBE  GUE. 

Regißre  fur  le  Regïflre  XVllI.  de  la  Chambre  Royale  & 
Syndicale  des  Libraires  6«  Imprimeurs  de  Paris  ^  N*».  1638, 
fol.  530,  conformément  au  Règlement  de  172J.  A  Paris ^ 
ce  //  Septembre  lyyi. 

Signé,  J.  HERISSANT,  Syndic, 
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